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Vorwort. 


Be Des Mannes Groß’; ist mir, nicht daß er fehlerfrei, 
% doch über Fehler, die er hat, erhaben sei. 
Fr. RÜCKERT, 
„Weisheit des Brahmanen“, VII, 70. 


” Das Zahlenrechnen nimmt in der Mathematik eine eigenartige 
‚Stellung ein: dem Kreis der darin auftretenden Gedankengänge nach 
führt es nirgends aus dem Gebiet der reinen Mathematik heraus, und 
£ loch zeigt es wieder ganz das Verhalten der angewandten Mathe- 
matik, indem alle Überlegungen einem scharf umrissenen Zwecke 
d fönstbar gemacht werden. Auch der Wertschätzung in den Reihen 
“der Mathematiker nach gesellt es sich ganz zur angewandten Mathe- 
matik: während vor hundert Jahren die größten Mathematiker, GAuss 
yoran, es nicht unter ihrer Würde fanden, auf die zählenmäßige 
"Durchführung der abstrakten Gedanken einzugehen, trat später eine 
Entfremdung ein, die erst in der letzten Zeit wieder langsam ge- 
richen ist. 

Zu dieser Umkehr hat wohl beigetragen, daß einzelne Wissen- 
schaften, wie die Astronomie, heute schon fast in Gefahr sind, von 
der Last der Zahlenrechnungen erdrückt zu werden. Selbst geringe 
Ersparnisse bei einer Rechenoperation haben bei der hundert- und 
1b er hundertfachen Wiederholung ihre Bedeutung; selbst kostspielige 
dilfsarbeiten, wie Tafeln und Maschinen, aber auch in die Tiefe 
® ngende Forschungen erweisen sich als "lohnend. Man nimmt mit 
Erstaunen wahr, daß oft die Ergebnisse der abstraktesten Theorien 
gewissermaßen wirtschaftlichen Wert gewinnen, so, um nur ein Bei- 
spiel zu nennen, die Geometrie der Lage in der Nomographie. 

- Danach können also auch anscheinend tiefliegende Untersuchungen 
ihren Wert für das Zahlenrechnen haben; es ist daher an eine Er- 
chöpfung des Stoffes nicht zu denken und eine willkürliche Ab- 
menzung notwendig. Ich habe sie so getroffen, daß ich über die 
andläufigen Rechnungsarten hinaus bis zu den Logarithmen und.den 
Winkelfunktionen gehe und ferner noch die Behandlung der Poly- 
Dome als besonders wichtigen Abschnitt einfüge. ‘ Die graphischen 
erfahren und den Rechenschieber babe ich ausgeschieden, da hier 
chon verschiedene Darstellungen vorliegen, dagegen die Rechen- 
naschinen, die in jüngster Zeit starke Verbreitung gefunden haben, 


| ausführlich besprochen. Dan Rechndn nt Zahlenr mit ehr? 


vi 


Yielen 


Stellen habe ich in Anbetracht ihres seltenen Vorkommens weniger, 


Raum gegönnt. ee 
Bei der Anführung der Tafelwerke ‚mußte; nich andere De den. 
Logarithmentafeln, eine Auslese getroffen werden; sollte ich hierbei 
bemerkenswerte Tafelwerke übersehen haben, so würde mich eine 
Mitteilung darüber zu Dank verpflichten. ; a 
Die Art der Darstellung schließt sich der meiner Eüheres Lehr- 
bücher an: kleine scharf umrissene Nummern, die zu weniger schanf 
abgegrenzten Paragraphen zusammengeschlossen sind; die Systematik N 
wird durch Verweisungen und das ausführliche Register vermittelt . 
Alle Nachweise erfolgen nach diesen Nummern; ich hätte diese daher, 
gerne auch wie in meinen „Elementen der höheren Mathematik“ an 
den sonst für die Seitenzahlen bestimmten Platz gesetzt, konnte je- 
doch hierzu die Zustimmung der Verlagsbuchhandlung nicht erhalten, | 
Auf Begründungen in Buchstaben habe ich soviel als möglich ver- 
zıchtet, weil diese gerade im Zahlenrechnen so überaus schwerfällig. 
ausfallen und die Gedankengänge an Zahlenbeispielen nicht minder. 
gut hervortreten. a 
Mein Assistent Dr. Ludwig Houzer hat mich bei den Korrekturen. 
unterstützt, wofür ich ihm meinen besten Dank ausspreche. ° 


Brünn, 21. März 1923 


Dr. Lothar SCHRUTKA. 
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g1. Allgemeine Erörterungen. 


1. Eigentümliche Schwierigkeiten bei der Ausführung. von 
2 iröchnungen. Jeder, der zum erstenmal in die Lage kommt, 
eine theoretisch vollkommen durchgedachte Rechnung in einem be- 
sonderen Falle wirklich zahlenmäßig bis zum Ende durchzuführen, 
"macht die überraschende Wahrnehmung, daß sich hierbei eigentüm- 
liche Schwierigkeiten einstellen. Nur zum geringeren Teil lassen sich 
“diese Schwierigkeiten daraus erklären, daß hierbei fast stets, wie so- 
gleich zu besprechen sein wird (3), ungenaue Zahlen auftreten, viel- 
"mehr scheint die Hauptursache darin zu liegen, daß die vielen kleinän 
‚und nur lose zusammenhängenden Telonardierdeı aus denen das 
‚Zahlenrechnen sich zusammensetzt, ermüden, den Sinn in Fesseln 
schlagen, die Übersicht über den Vorgang erschweren und so die Sicher- 
‚heit des Rechners untergraben. & 
Es entsteht somit die Aufgabe: wie wird man dieser Schwierig- 
keiten Herr, wie schafft man "sich die „Zuversicht 

E für jene abertausend Werkeltaten, 


wie sie ein ehrenwerter Wurf verlangt“? 
G. HAUPTMANN, Die versunkene Glocke, IV. Akt zu Anfang. 


Zunächst ist es klar, daß beim Zahlenrechnen die Übung viel aus- 
macht; doch gibt es auch hier zahlreiche Fragen, die einer eingehen- 
‚deren theoretischen Untersuchung wert sind. Hierbei ist auch noch 
‘zu beachten, daß je nach den Umständen einmal auf die Schnellig- 
keit, das andere Mal auf die Sicherheit, dann wieder auf knappe Schreib- 
"weise besonderer Wert gelegt wird. 

- In der Tat haben viele Mathematiker, die in der Theorie die höch- 
‚sten Leistungen aufzuweisen haben, es nicht verschmäht, sich mit allen 
Einzelheiten des Zahlenrechnens zu befassen. Allen voran ist hier 
K.Fr. Gauss zu nennen, der z. B. die Ausgleichungsrechnung nicht nur 
theoretisch begründet, Sondern auch mit öinem.bis ans Horte dreh 
'gearbeiteten Rechenschema ausgestattet hat, das bis auf den heutigen 
= Tag in Verwendung steht. 


2. Vorbereitungen für die Rechenarbeit. Rechenschema. 
Wer etwas umfangreichere Zahlenrechnungen durchzuführen hat, tut 
gut, den Gang seiner Arbeit im voraus zu überdenken und festzulegen. 
Y an stelle ein genaues Schema der Rechnung fest. Mit großem 
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Vorteil wird man meist rastriertes (z. B. karriertes) Pe verwen- 4 
den, um das genaue Unter- oder Nebeneinander der Ziffern zu er- 
leichtern; am günstigsten ist eine Einteilung in rechteckige Felder, 
die Kar als breit sind. Sehr zu empfehlen ist es auch, die gegebenen. 
und die errechneten Zahlen in verschiedener Weise hen 

Wiederholt sich derselbe Rechenvorgang sehr oft, so wird eine 
durch den Druck oder ein anderes Vervielfältigungsverfahren her- 
gestellte Ausführung des Schemas (zweckmäßigerweise in anderer 
Farbe, etwa rot oder blau, damit sich die schwarze Schrift abhebt) 
von Nutzen sein. Ein Beispiel sind die Rechenformulare der Ver- 
messungsämter. Aber auch sonst ist es recht zweckmäßig, die schrift- 
liche Anlage des Schemas vor der wirklichen Ausführung der Rech- 
nungen vorzunehmen. Man teilt auf diese Weise die Arbeit und hat 
den Vorteil, bei der eigentlichen Rechnung nicht weiter abgelenkt zu 
werden. Mancher Verwechslung von Zahlen und dgl. kann auf diese 
Art vorgebeugt werden. i 

Ein solches ausgeführtes Rechenschema kann die Öperations- 
zeichen, die Summations- und Multiplikationsstriche, ferner Summan- 
den und Faktoren, die bei jeder Einzelrechnung dieselben bleiben, end- 
lich die Benennungen enthalten. 

Überhaupt ist man Störungen, namentlich Flüchtigkeitsfehlern, beim 
Rechnen um so weniger ausgesetzt, je mehr die Rechnung mechanisch 
vor sich geht. Man wird daher einem Verfahren, das man gut kennt, 
zuweilen vor einem weniger bekannten den Vorzug geben, auch wenn es 
etwas mühsamer ist. Nur wenn man eine sehr große Zahl von Rech- 
nungen auszuführen hat, wird auch die Einübung eines neuen Verfah- 
rens nützlich sein können. 


Daneben kann nicht in Abrede gestellt werden, daß die Wahrnehmung 
besonderer Umstände der einzelnen Rechenaufgabe und deren Verwer- 
tung zur Erleichterung der Arbeit (Rechenvorteile) sehr anregend zu 
wirken und den durch das Einerlei der Rechnungen abgestumpften Geist 
wieder aufzufrischen vermag. 


The labour we delight ın physies pain 
Die Arbeit, die uns freut, hebt auf die Müh'. 
SHAKESPEARE, Macbeth, II. Akt, 3. Szene; übersetzt 
von Dorothea Tıeck, II. Akt, 2. Szene. 
Es ist sehr zweckmäßig, die immer wieder vorkommenden Kon- 
stanten und Formeln recht bequem, etwa auf Kartonblättern, zur 
Hand zu haben. 


3. Ungenaue Zahlen. Die bei den Zahlenrechnungen auftreten- 
den Zahlen sind, wie schon angedeutet (l), in den meisten Fällen 
nicht genau ansehbar, sondern entweder, wie Logarithmen, Qua- 
drat-, Kubik- und höhere Wurzeln, en: Wurzeln von Glei- 


 ehungen, Winkelfunktionen, zwar theoretisch mit jedem beliebigen 
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Rn: beschränkten Genauigkeit anwendbar oder wie alle Zahlen, die 
‚aus Messungen oder Beobachtungen hervorgegangen sind, von vorn- 
“herein nur mit einer gewissen Genauigkeit bestimmbar. Statt mit 
‘ Zahlenangaben hat man es also mit Spielräumen zu tun. In der 
_ Regel wird ein diesem Spielraum angehöriger Wert als Näherungs- 
wert eingeführt und die Abweichung des wahren Werts von diesem 
als Fehler bezeichnet. Die Größe des Fehlers ist nach dem Gesag- 
ten nicht bekannt, aber man kann sie in Schranken einschließen. 


4. Hauptaufgaben der Lehre vom Rechnen mit ungenauen 
_ Zahlen. Wird mit ungenauen Zahlen eine Rechnung durchgeführt, 
80 haftet auch dem Ergebnis eine Unsicherheit an. Man nennt dies 
_ die Fehlerfortpflanzung. Hier ist nun die Aufgabe zu lösen, 
- welche Schlüsse aus den Fehlern der Daten’ auf die Fehler der Er- 
- gebnisse gezogen werden können. Häufig ist auch die Umkehrung 
dieser Aufgabe zu lösen, nämlich, wie genau die Daten sein müssen, 
- damit das Ergebnis eine gewisse vorgeschriebene Genauigkeit auf- 
_ weise. Diese umgekehrte Aufgabe ist offenbar, wenn mehr als eine 
'ungenaue Zahl in die Rechnung eintritt, bis zu einem gewissen Grade 
unbestimmt, da manchmal die genauere Bestimmung der einen Zahl 
die ungenauere Bestimmung einer anderen auszugleichen vermag. 
Als Nebenaufgabe ergibt sich zuweilen die Frage, welche unter 
mehreren, bei genauen Zahlen gleichwertigen, Rechenweisen die gün- 
 stigsten Genauigkeitsverhältnisse beim Ergebnis aufweist. In dieser 
_ Hinsicht gilt allgemein, daß man anzustreben hat, so weit als mög- 
lich von stark veränderlichen Größen zu schwächer veränderlichen 
- überzugehen und nicht umgekehrt. 


Die Einführung der Näherungswerte (3) geschieht deshalb, weil sie, 
_ wie sich herausstellt, die einfachste Berechnung der Spielräume für die 
ee liefern; es ist vorteilhafter, die Schranken für die 
Fehler der Ergebnisse zu berechnen, als direkt mit den Spielräumen zu 
"rechnen; man macht die Ergebnisse der Präzisionsmathematik, des 
Teiles der Mathematik, der sich nur mit genauen Zahlen befaßt, dem 
Rechnen mit ungenauen Zahlen, der Approximationsmathematik, 
_ dienstbar. 


5. Formelfehler und Rechnungsfehler. Zu dem Fehler, der von 
' der Ungenauigkeit der Daten herrührt und etwa mit J. Lürora (I, 
8 29) Formelfehler genannt werden möge, kommt noch in den 
allermeisten Fällen ein Fehler, der Rechnungsfehler, dadurch, daß 
die Durchführung der Rechnung selbst zwar mit belisbiger Ännähe- 
rung, aber nicht mit voller Genauigkeit möglich ist. In der Tat ist 
‚die volle Genauigkeit nur bei den direkten Operationen, Addition, 
"Multiplikation und Potenzierung, ferner auch noch bei der Subtrak- 
tion immer (es sei denn, daß eine bestimmte Forderung betreffend 
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ausgegangen SER I | 30 


Hieraus erklärt sich, daß es nur bei den ante Docfahosen vor- 4 


teilhaft ist, die Rechnung mit genauen Zahlen für sich zu behandeln, 


Formelfehler und Rechnungsfehler verhalten sich also darin ver- 
schieden, daß der Formelfehler von der Genauigkeit der Daten ab- 
hängt, der Rechnungsfehler dagegen durch Weiterführung der Rech- 
nung herabgedrückt werden kann. Würde man nun die Rechnung so 


einrichten, daß der Rechnungsfehler einen beträchtlichen Bruchteil 
des Formelfehlers ausmachen oder diesen gar übertreffen kann, so 
wäre offenbar die Genauigkeit der Daten nieht ausgenützt; umge- 
kehrt wäre es aber wieder nicht angebracht, etwa durch mühsame 


Rechenoperationen, den Rechnungsfehler so einzuengen, daß er einen 


kaum bemerkbaren Zuschlag zum Formelfehler bildet. Es wird daher 


Sache des Rechners sein, zwischen der Mehrarbeit, die durch genauere 


Rechnung entsteht, und der unvermeidlichen Vergrößerung des Spiel- 


raums für den Gesamtfehler einen Ausgleich zu schaffen. Es ist da 
üblich, die Schranken für den Rechnungsfehler mit dem zehnten Teil 


der Schranken für den Formelfehler anzusetzen; eine Maßregel, die 


offenbar unserem Zahlensystem angepaßt ist. In der Tat dürfte eine 


Erhöhung der Unsicherheit des Ergebnisses um ein Zehntel ihres 
Betrages in den meisten Fällen ohne besondere Bedeutung sein. Kann 


man dieses Verhältnis nicht genau einhalten, so wird man wohl in 


der Regel den Rechnungsfehler eher noch weiter verkleinern, als eine 
Vergrößerung auf einen größeren Betrag als den zehnten Teil des 


‚Formelfehlers zulassen. 
Jedenfalls ist es unwirtschaftlich, ganze Reihen von Ziffern in der 


Rechnung mitzuschleppen, von denen schon die ersten unsicher sind. 


J. Pexry geht sogar so weit, diesen Vorgang als unehrenhaft zu be- 


zeichnen; vgl. Hamwer II, Anm, ”), 8. 608. 


6. Hilfsmittel, insbesondere Tafelwerke. Um nicht schon ge- 


tane Arbeit zu adlecholen: oder ohne Not mühevolle Wege zu be- 


schreiten, verschaffe man sich Kenntnis über alle Vorarbeiten und 


Hilfsmittel, die einem für eine Rechenarbeit zu Gebote stehen. An 


solchen kommen hier neben theoretischen Untersuchungen und mecha- 


nischen Hilfsmitteln (Instrumente und Maschinen) vornehmlich Tafel- 
werke in Betracht. Die praktische Ausnützung mancher Gedanken, 
z. B. der Erfindung der Logarithmen, ist an das Vorhandensein von 
Tafeln gebunden. Es wird kaum vorkommen, daß man bei Zahlen- 
rechnungen nicht Gelegenheit hätte, aus dem. Vorrat ton Rechen- 
Ben der in den Bafelwerkön aufgespeichert ist, zu a, 
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‚Hie Ybei hat man Alerdinget in Betracht zu ziehen, daß solche Tafel- 
rke ‘wie jedes menschliche Erzeugnis Fehler enthalten können. 
Jur Re: ‚längeren Gebrauch werden sie in der Regel aufgefunden, so 
ß die neueren Auflagen der gebräuchlichen Tafeln als fehlerfrei 
Rio können, vorausgesetzt natürlich, daß sie stereotypiert sind, da 
En Druckfehler zu befürchten wären. Bevor man ein Tafelwerk in 
6 brauch nimmt, verbessere man alle bekannt gewordenen Fehler, 
soweit sie in beigegebenen Verzeichnissen, in Besprechungen oder 
anderswo zusammengestellt sind. Bei Benutzung neuerer und nament- 
lich weniger häufig gebrauchter Werke wird dagegen Vorsicht am 
Platze sein. Man wird die Angaben einer solchen Tafel nach Mög- 
lichkeit überprüfen. Manche Fehler, namentlich Druckfehler, lassen 
sich oft schon durch Vergleichung Zahl aus der Tafel mit den 
darin benachbarten entdecken. N | 
- In manchen Fällen wird es sich auch lohnen, für einen bestimm- 
ten Rechenvorgang, der oft wiederkehrt, selbst kleine Tafeln vorzu- 
bereiten (vgl. z. B. 52, 53, 80). Der Vorteil besteht darin, daß für 
die Berechnung ganzer Serien von Ergebnissen manche Erleichterung 
und Abkürzung möglich ist, so daß man an Rechenarbeit spart, selbst 
wenn der eine oder der andere der berechneten Werte nicht wirklich 
n verwendet wird. 


7. Anforderungen an die Einrichtung von Tafslwerkent Der 
ausgiebige Gebrauch der bei Zahlenrechnungen von Tafelwerken 
“gemacht wird, hat dazu geführt, die Anforderungen, die an die äußere 
und die innere Einrichtung solcher Tafelwerke gemacht werden, ziem- 
lich genau festzustellen. Insbesondere hat sich schon Bazpage (I, 
8. VH— XI) hiermit eingehend beschäftigt und zwölf Regeln hrerüber 
aufgestellt. 

Ein Tafelwerk soll, um bequem benutzbar zu sein, nicht zu 
schwer, daher auch jedenfalls nicht zu groß sein. Ein großes 
Lexikonformat wird für gewöhnlich die obere Grenze sein. Die Let- 
“tern sollen nicht zu klein, für die Haupttafel in der Regel nicht 
„unter Petitschrift, die Zwischenrkämne: in wagrechter und senkrech- 
te er Richtung (Spatien und Durchschüsse) nicht zu klein und nicht 
zu groß sein. 

_ Um Zeilen und Spalten mit dem Auge verfolgen zu können, sind 
: Be neslinien oder Zwischenräume notwendig. Die Spalten 
gliedert man am besten durch Trennungslinien zwischen je zweien, 
d ie BaBBaAGe (1, S. VII) nicht in der Mitte, sondern näher an der 
"linken Spalte wünscht, dieZeilen dagegen durch Zwischenräume (Durch- 
S ‚hüsse) allein, oder durch beide Mittel, wobei die Trennungslinien 
die größeren BE kennzeichnen. Gen von drei bis fünf Zei- 
"len können ohne Gliederung bleiben. ‚Sind zehn Zeilen zu gliedern, 


u 
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so kann man sie in zwei Gruppen von je fünf teilen, übersichtlicher 
ist es aber, nach dem Verfahren von BrEmIkKeR (zuerst in I) die der 
vollen Zehnerzahl entsprechende hervorzuheben und die übrigen neun, 
in drei Gruppen von je drei zu teilen. Sind zehn Spalten zu glie- 
dern, so ist es am besten, die der Ziffer 5 entsprechende hervorzu- 
heben; eine bloße Teilung in zwei Gruppen zu je fünf ist wenig zweck- 
mäßig, weil manchmal die eine Gruppe von 0 bis 4, die andere von 
5 bis 9, manchmal wieder die eine von 1 bis 5, die andere von 6 
bis O reicht und hierdurch Unsicherheit entsteht. 

Das Papier sei hell weiß, der Druck genügend schwarz, doch. 
beide nicht glänzend, um die Augen des Benützers zu schonen. 


Abweichend hiervon tritt Bassıce I, S. XI für farbiges z. B. Bee 
Papier ein. 


Ein Durchschlagen des Dr res durch das Papier, sowie ein Ab- 
klatsch des Druckes auf der gegenüberliegenden Seite muB ee 
vermieden werden. 

Ob die gleichhohen oder die verschieden hohen (mediävalen) Zit- 
fern (wie sie z. B. in Frankreich allein üblich sind) den Vorzug ver- 
dienen, ist eine strittige Frage. Für die gleichhohen wird das ruhige. 
Seitenbild und die Ersparnis an Raum bei gleicher Größe, für die 
ungleichhohen die leichtere Lesbarkeit ins Treffen geführt.*) 

Die Übersichtlichkeit wird gefördert, wenn alle Seiten eleichel 
Druckbilder aufweisen, die Tafeleingänge (8) klar und deutlich sind 
und alles überflüssige Beiwerk vermieden ist. 

Man ist sogar so weit gegangen, die Weglassung der ee | 


die allerdings bei einem einheitlichen Tafelwerk entbehrlich sind, 
verlangen. 


Dasjenige, was beim Nachschlagen zuerst zu beachten ist, soll auch: 
entsprechend ins Auge fallen. Das Weglassen von immer wieder- 
kehrenden Ziffern ist nur mit Maß anzuwenden, soweit das Druck- 
bild dadurch gegliedert wird, darüber hinaus ergibt sich leicht sa 
Behinderung beim Nachsuchen. 

Wünschenswert ist es, die Angaben, die das Ende einer Seite bil- 
den, zu Beginn der. ‚nächsten Seite zu wiederholen. . 

Enthält ein Werk verschiedene Tafeln, so sollen diese sich so deut- 
lich unterscheiden, daß eine Verwechslung nicht vorkommen kann. 

Im allgemeinen soll ein Tafelwerk für sich allein ausreichen, 
also weder ein weiteres Tafelwerk, noch umständliche, namentlich 
schriftliche, Nebenrechnungen erforderlich machen. Doch wird man, 


*) Ich stehe nicht an, auszusprechen, daß ich persönlich durchaus für 
die gleichhohen Ziffern eintrete. Das vornehme, ruhige, dem Auge wohl- 
tuende Bild einer Seite der Logarithmentafel von Scurön I oder von 
Greve I erstickt in mir jeden Zweifel in dieser Aisch 
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treffend die Anwendung von Produkttafeln oder des Rechenschie- 
eim Interpolieren (134) eine Ausnahme machen. Dagegen ist 
i ie Notwendigkeit höherer Interpolationen eine bedeutende Erschwe- 
rung. Sind Hilfstafeln unentbehrlich, so sollten sie, wenn möglich, 
Er derselben Seite wie die Haupttafel Platz finden. Gehören sie zu 
mehreren Seiten der Haupttafel, so können sie auf einem herauszu- 
| Be Blatt oder in einem Beiheft enthalten sein. Überhaupt 
Ilte die Notwendigkeit des Blätterns im Tafelwerke soweit als mög- 
lich eingeschränkt sein. Zur raschen Auffindung der gesuchten Seite 
sind die hie und da angewandten Registorzöttel (Ausschnitte oder 
vorstehende Blättchen) sehr förderlich. 


8. Tafeln mit einfachem und mit doppeltem Eingang. Je nach- 
dem die Zahlen einer Tafel von einer oder von zwei Veränderlichen 
"abhängen, hat man es mit einer Tafel mit einfachem oder mit dop- 
"peltem Eingang zu tun. Doch werden häufig auch Funktionen 
einer Veränderlichen so tabuliert, daß ein doppelter Eingang gewählt 
"wird, indem nämlich die Ziffern dieser Veränderlichen in zwei 
"Gruppen geteilt werden; die zweite Gruppe wird von der letzten, 
“selten von den zwei letzten, Ziffern oder von der Anzahl der Minuten 
oder Sekunden gebildet und läuft in einer Zeile oder Spalte von O 
"bis 9, 99 oder 59. Solche Tafeln mit künstlichem doppeltem 
"Eingang sind meistens bequemer in der Benutzung als Tafeln mit 
einfachem- Eingang. | 

- Um beim Nachschlagen in solchen Tafeln die Zeile nicht zu verlieren, 
ist es zweckmäßig, mit dem kleinen Finger der linken Hand den linken 
Dingang, mit dem Zeigefinger die in Betracht kommende Stelle der Zeile 
enbalten. 

- Tafeln mit künstlichen doppelten Eingängen hat bereits H. Bürcı 1620 
(angewendet; der Name doppelter Eingang stammt von ReGIomonTanus 
(Joh. Mürter, 1464). 

_M. Heıseıch I und H. Lörzsever I haben in ihren Schultafeln zu- 
nächst in Spalten und diese erst nebeneinander geordnet, ferner ordnen 
die Zahlen in den Spalten von unten nach oben, um die Bildung der 
Differenzen zu erleichtern, indem dann (bei den steigenden Funktionen, 
die die Mehrheit bilden) der größere Wert über dem kleineren steht. 


-9. Abtrennung von Ziffern bei den Tafelwerten. Sehr häufig 
werden bei Tafeln mit künstlichem doppeltem Eingang eine oder 
L. mehrere Anfangsziffern, die in einer oder mehreren Zeilen die- 
selben bleiben, abgetrennt und nur am Anfang angegeben. Hier- 
durch wird an Platz und an Übersichtlichkeit gewonnen. Da nun 
ber die Anfangsziffern nur ausnahmsweise am Ende der Zeile wechseln, 
io ist ein Zeichen notwendig, um den Wechsel innerhalb der Zeile 
sipen. Man pflegt die erste nicht abgetrennte Ziffer derjenigen 
| Pte, die schon mit der nächsten Zifferngruppe zu verknüpfen sind 
- bei steigenden Funktionen O (allenfalls 1, 2 usw.), bei fallenden 
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9 (allenfalls 8,7 usw.) —, mit einem Zeichen: Querstrich, | 8 r 6 
u. dgl. zu versehen. | re 

Ausnahmsweise findet sich an Stelle der Ziffer Null nt einen Quer- 
strich das Zeichen ®, das arabische Nokta = Punkt, ähnlich dem ara-' 
bischen Zeichen ® für Null, im Englischen black diamond, schwarze, 
Raute oder schwarzes Karo genannt. In älteren Tafeln, z. B. Oarrer I, 
wurden in solchen Fällen die Zeilen in zwei zerlegt, ein Verfahren, das. 
gegen die Gleichmäßigkeit der Anordnung aller Seiten verstößt. 


Auch bei einfachem Eingang werden manchmal die ee 
nicht wiederholt, der Ersparnis beim Satz und der Übersicht wegen. 
Platz wird nur gewonnen, wenn die abgetrennten Ziffern in den Kopf 
der Spalte aufgenommen werden; in diesem Fall muß der Wechsel 
wieder durch ein besonderes Zeichen angezeigt werden (z.B. a 
SCHINGER-PETERS J, 2. Band). 

In manchen Fällen kann (aus zahlentheoretischen Gründen) eine 
Abtrennung von Schlußziffern stattfinden, z. B. bei Multiplikations- 
tafeln. 3 

In seltenen Fällen kommt sogar eine Trennung der Tafelwerte i in 
drei Bestandteile vor, so z. B. bei Brarer I, Boseo 1. Be 


4 


10. Rechenmaschinen und Rechenschieber. Sehr wertvolle, 
Dienste leisten beim Zahlenrechnen die mechanischen Hilfsmittel.‘ 
Zum Teil liefern sie für bestimmte einfache Rechnungsarten das Er- 
gebnis in der Ziffernschrift (Rechenmaschinen), teils gestatten sie, 
die Ablesung der Ergebnisse bestimmter Verknüpfungen an gewissen. 
einfachen geometrischen DELLOCH (Rechenschieber und ähnliche. 
Instrumente). | 

Von beiden Arten von Hilfsmitteln. wird an den einschlägigen 
Stellen zu sprechen sein (Rechenmaschinen: 55, 56, 70—73, 92, 
93, 124; Rechenschieber: 145). 


1. Graphische Methoden. .e den letzten Jahrzehnten haben, 
anknüpfend an gewisse Methoden der Statik (graphische Statik), gra- 
phische Methoden für die Ausführung gewisser Rechnungen Verbrei- 
tung gefunden. | 

Die graphischen Methoden sind oft bequemer, immer übersicht 
licher als die numerischen, nur sind sie in der Genauigkeit beschränkt, 
auch ist ihre Genauigkeit nicht leicht abzuschätzen. Sehr häufig bil- 
den die graphischen Methoden eine wertvolle Vorarbeit für die Zahlen- 
rechnungen. 4 

Über graphische Methoden sehe man OrEmona ]J; CULMAnn L, 8. 3 
bis 74; Eneyclopedie I, S.325—357; Enzyklopädie, 8.1006 — 1024; 
FAvARo-TeRRIER I; Meunmke 11; NEUENDORF 1; Prörsz I; Runge 1; 
. WERKMEISTER I], S. 91—133. ? 
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12. 12 2. Nomographie. Wie manche Serien von Ergebnissen von Zahlen- 
’echnungen in Tafeln gesammelt sind, so lassen sie sich in bestimm- 
ten Fällen auch graphisch niederlegen, wie dies in der sogenannten 
N m. gelehrt wird. Man nennt eine derartige „graphische 
fafel“ meist Nomogramm, auch Abakus oder Rechenbild. 


- Nüheres über Nomographie enthält: Encyclopedie I, 8.357—410; 
Enzyklopädie I, S.1024—1052; d’Ocacne 1, III, IV, Y: Sonmumg I; 
Werkueister 1, 8. 54—60; Sorstrea VI 


1. Schutz vor Rechenfehlern. Unter Fehlern sind hier, ab- 
‘weichend von 4, 5, Abweichungen vom richtigen Ergebnis (Rechen- 
fehler) gemeint, die nicht von unvermeidlichen Ungenauigkeiten her- 
rühren, sondern durch Irrtümer bei der Ausführung der Rechnungen 
entstehen und durch genügende Aufmerksamkeit vermieden werden 
könnten. 
" Um sich vor derlei Rechenfehlern soviel als möglich zu schützen, 
überprüfe man die Angaben jedesmal genau und verschaffe sie sich, 
wenn es möglich ist, aus mehr als einer Quelle; 
„durch zweier Zeugen Mund 
wird allerwegs die Wahrheit kund*“ 

Goxrtze, Faust I. Teil; Der Nachbarin Haus. 


Man wiederhole die Rechnungen entweder selbst, womöglich in 
andrer Anordnung oder wenigstens erst nach Verlauf einer gewissen 
Zeit oder lasse sie, was noch besser ist, von jemand anderm prüfen. 
In diesem Fall tut man gut, auch kleinere Nebenrechnungen auf dem 
R Eapier zu machen und die Bedeutung jeder Zahl genau anzugeben. 
Auch der Umstand, daß zwischen den Ergebnissen gewisse ein- 
fache Beziehungen hartchen müssen, läßt sich für die Überprüfung 
verwerten (Rechenproben). Werden die Rechnungen nicht mit voller 
"Genauigkeit geführt (3), so wird man hier auch nur eine ungefähre 
Ü bereinstimmung verlangen dürfen. : 
© Wer gewohnt ist, die Bedeutung der in der Rechnung suflretahden 
Zahlen stets gegenwärtig zu haben, wird oft imstande sein, ein Er- 
gebnis an seiner allzu starken Abweichung von dem zu erwartenden 
Wert als unrichtig zu erkennen. Eine rohe Überschlagsrechnung im . 
K Kopf kann ebenfalls von Nutien sein. 
Ebenso wird man daraus, daß Rechnungen mit wenig Foreinandeh 
verschiedenen Daten auch Ergebnisse liefern müssen, die nicht sehr 
| Foneinander abweichen, Nutzen für die Überprüfung ziehen. Es wird 
be squem sein, solche Rechnungen gleich unmittelbar hintereinander 
ju machen. Hierbei ist es sehr zu empfehlen, jeden Wechsel in den 
chen solange als möglich hinauszuschieben. 
‘Von Proben für die einzelnen Rechnungsarten wird bei diesen die 
Re vede sein. 
ä 92% 
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Man beachte, daß manche Proben schon bei kleinen Fehlern: der 
Rechnung schlecht stimmen, andre wieder nur größere Rechenfehler 2 
anzeigen; beide Arten sind wenig günstig. $ 

14. Aufsuchung von Fehlern. Stimmt irgendeine Probe nicht, 

so ist sicher ein Fehler in der Rechnung vorgekommen, wenn nicht‘ 
— eine Möglichkeit, die man nicht übersehen möge — die Probe-' 
rechnung selbst unrichtig ist. “ 

Es entsteht nun die Aufgabe, den Rechenfehler aufzufinden. % 

Handelt es sich um eine längere Rechnung, so kann man diejenigen. 
Teile nachprüfen, in denen man sich erfahrungsgemäß am leichtesten 
irrt. Ist die Abweichung sehr klein, so kann man es zunächst mit, 
einer Überprüfung der letzten Dezimalstellen versuchen. 

Hilft dies nichts, so muß die Rechnung wiederholt werden. Dabei 
ist es unzweckmäßig, die Rechnung zu überprüfen, indem man die 
niedergeschriebenen Zahlenreihen verfolgt, weil man so leicht in den- 
selben Fehler verfällt; vielmehr mache man eine neue Rechnung auf 
einem neuen Blatt, ohne das alte anzusehen. 


Man hat vorgeschlagen, die Nachrechnung, wenn es möglich ist, in 
umgekehrter Ordnung zu machen, mit dem letzten Teil zu beginnen und 
immer weiter zurückzugehen. Ist der Fehler gegen Ende gemacht wor- 
den, so gewinnt man dadurch, ist er dagegen am Anfang vorgekommen, 
so verliert man, so daß im Durchschnitt kein. Vorteil aus dieser Maß 
. regel zu erwarten ist. 


Findet man auf diese Weise den Rechenfehler nicht, so rechne man. 
nach einem andern Verfahren, oder warte: mit der Wiederholung. 
einige Tage oder lasse die Heobanng von jemand anderm wieder- 
holen. Führt dies alles nicht zur Auffindung des Fehlers, so ist der 
Verdacht auf einen Fehler in den benützten Tafeln oder sonstigen. 
Hilfsmitteln oder in den Beobachtungen, wenn solche mitverwendet, 
worden sind, begründet. i 

Fehler, die häufig vorkommen, sind: Verwechslung von Ziffern, 
Vertauschung von Nachbarziffern (namentlich bei der deutschen Art, 
Zahlen auszusprechen, s. 16), falsche Stellung des Dozimalzeikäui 
Verwechslung der Zeilen beim Ablesen aus Tabellen, Vermengung‘ 
der Sechzig- mit der Zehn- oder Hundertteilung, Vorzeichenfehler, 
Verwechslung von Rechnungsarten, z. B. von Addition und Subtrak- 
tion beim Interpolieren. | 

In manchen Fällen läßt der Betrag der Abweichung zwischen den‘ 
verschiedenen Ergebnissen einer mehrmals ausgeführten Rechnung‘ 
einen Schluß auf die Art des Fehlers zu. Erhält man z. B. bei einer 
algebraischen Summe zwei Ergebnisse, deren Unterschied (ungefähr) 
das Doppelte eines der Glieder ausmacht, so könnte der Rechenfehler 
in einem Irrtum beim Vorzeichen dieses Gliedes bestehen. 
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- 15. Allerlei praktische Winke. Man rechne auf Blättern, die 
weder zu klein sind, damit nicht die Übersicht über die ganze Rech- 
T ung leide, noch auch zu groß, damit sie nicht unbequem werden. 
Ein Maß anzugeben ist wohl nicht möglich, da die Verschiedenheiten 
der Sehschärfe, der Schriftgröße, der Geschicklichkeit der Hand usw. 
allzugroß sind. Ein Blatt in Kanzleiformat (21 cm - 32 cm) darf wohl 
schon als ziemlich groß gelten. Die Blätter sollen, der Aufbewahrung 
‘wegen, gleich groß sein; bei längeren Rechnungen wird es gut sein, 
sie zu numerieren. Es empfiehlt sich, die Blätter nur auf einer Seite 
zu beschreiben. 


Kleine Nebenrechnungen wird man wohl manchmal auf Zetteln 
m achen, die man nicht aufbewahrt; es ist aber dabei die Frage der 
Nachprüfung (13) im Auge zu behalten. Eine ähnliche Bemerkung 
gilt für Kopfrechnungen. In zweifelhaften Fällen ist es besser, die 
Rechnungen auf dem Hauptblatt zu machen. 


- Wichtig ist es, ein kleineres, bewegliches Blatt (Schieb- 
zettel, Laufzettel) zur Hand zu haben, auf dessen Rand einzelne 
Zahlen geschrieben werden können, um sie leichter arithmetischen 
Operationen unterwerfen zu können, ohne sie immer wieder ab- 
‚schreiben zu müssen (s. 52, 59, 61, 83). Dabei achte man darauf, 
daß die Abstände der Ziffern voneinander auf allen Blättern gleich 
seien. Recht bequem ist da ein Streifen, der gerade eine Zeile faßt, 
weil die Zahlen dann an zwei Rändern stehen. Auch kann man, 

enn man zwei Zahlen, die an verschiedenen Stellen des Blattes 
hen, zu verknüpfen hat, alle dazwischenstehenden durch ein Papier- 
blatt oder nach dem Vorschlag von Boccarpr (I, chap. VII) durch 
in oder mehrere Holzleistchen verdecken. 


Übrigens ist es oft möglich, die Rechenmethoden so abzuändern, 
aß das Abschreiben der Zahlen ganz oder zum Teil vermieden wird. 


- Beim Abschreiben von Zahlen oder Zahlenreihen tut man gut, 
im Vorbild durch kleine Striche oder durch ein bewegliches Merk- 

ichen zu bezeichnen, wie weit man gekommen ist. Hat man längere 
'Zahlenreihen abzuschreiben, so kann man, um keine zu übergehen, 
zuerst die zu besetzenden Plätze in der richtigen Zahl vorbereiten, 
‘auch etwa in der zweiten Hälfte von rechts beginnen, um bei einer 
Auslassung weniger Schaden zu haben. 


_ Die Überprüfung einer Abschrift geschieht am bequemsten 
zu zweit, indem einer das Vorbild abliest und der andre die Ab- 
schrift verfolgt, oder umgekehrt. Dabei soll die Abschrift nicht der 
Schreiber, sondern der Gehilfe zur Hand nehmen, weil ein Fremder 
ein strengerer Richter für Undeutlichkeiten in der Schrift ist. Fehlt 
© Gelegenheit dazu, so kann man, um nicht immerfort hin und her 
blicken zu müssen, Vorbild oder Abschrift dergestalt falten, daß 


Po 
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die gleichen Zahlen unmittelbar nebeneinander oder übereinander | ge- 
halten werden können. 7 

Ist mehr als eine Abschrift notwendig, so rohe, man Telemal auf 
die ursprüngliche Quelle, nicht auf eine andere Abschrift zurück. 

Sehr vorteilhaft ist es, wenn man statt Abschriften mechanische 
Vervielfältigungen anwenden kann, etwa Durchschläge, Durchschriften 
oder Lichtpausen. \ 

Will man Zahlen von besonderer Wichtigkeit hervorheben, so 
kann dies durch Unterstreichen mit Tinte oder Farbstift oder = 
andersfarbige Tinte geschehen. Wer eine sehr gleichförmige Schrift 
hat, könnte wohl auch größere Ziffern anwenden. Umgekehrt finden 
kleine Ziffern Anwendung, um minder wichtige oder minder sichere 
Stellen zu kennzeichnen. Weicht eine Rechnung von einer vorher- \ 
gehenden wenig ab, so kann man, um an Schreibarbeit zu sparen, | 
nur die abweichenden Ziffern mit andersfarbiger Tinte beisetzen 
(z. B. bei der Verbesserung von kleinen Fehlern, s. 14). 

Man sei nicht zu sparsam mit Proben. [längere Rechnungen über- 
prüfe man gleich abschnittsweise, damit nicht durch. Weiterverwen- 
dung eines unrichtigen Zwischenergebnisses Arbeit vergeudet werde, 

Manche Fehler werden leichter vermieden, wenn man mechanisch 
rechnet. Aus diesem Grunde ist es günstig, Rechnungen der- 
selben Art in einem Zuge hintereinander zu machen; doch vermeide | 
man jede Übermüdung. Es wirkt andrerseits wieder ee, auf 
den Rechner, einen Teil der Rechnung vollständig abgeschlossen zu‘ 
haben. 

Eine in Hast ausgeführte Rechenarbeit ist Fehlern in sehr hohem 
Grade ausgesetzt; oft kostet dann die Verbesserung der Fehler viel 
mehr Zeit, als man zu ersparen hoffte; darum: "Eile mit Weile, 
Ändrerseits kann auch allzu große Bedächtigkeit gewisse Fehler be- 3 
fördern. 4 

Man kann zu Anfang, bei frischen Sinnen, die schwierigeren und 
nachher die mehr mechanischen Rechnungen "vornehhien. 3 

Um sich eine Zahl für kurze Zeit, etwa für das Eingehen in eine \ 
Tafel, leichter zu merken, kann man sie laut aussprechen. 2 

Hat man aus einer Tafel mehrere Angaben, die an derselben Stelle 
enthalten sind, zu entnehmen, so tue man dies auf einmal, um nicht ' 1 
mehrmals Aauhbläktern zu müssen. 

Sind die theoretischen Grundlagen einer Rechnung nicht gar zu | 
einfach, so überprüfe man sie, indem man eine Musterrechnun g, 
eh mit einfachen Daten und bekanntem Ergebnis, durchführt. ' 

Hat man eine Rechnung falsch gemacht und dann die richtige an 
ihre Stelle gesetzt, so vernichte man die falsche, damit man nicht | | 


{ 


aus Versehen auf ihr Ergebnis zurückgreife. 
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$ 2. Darstellung der Zahlen. 


16. . Darstellung der Zahlen in Sprache und Schrift. Wie be- 
ka ant, sind die Ausdrücke für die Zahlen in allen Kultursprachen auf 
das Dezimal- oder dekadische System gegründet, ebenso ihre 


B) 


schriftliche Darstellung, die überdies allen Kulturvölkern gemeinsam ist. 


_ Die Frage, ob die Zahl 10 als Grundzahl des Zahlensystems den Vor- 
zug vor allen andern verdient, ist öfters aufgeworfen und wohl einstimmig 
verneint worden. Dagegen herrscht wenig Übereinstimmung darüber, 
"welche andere Grundzahl denn die vorteilhafteste wäre; 12, dann 6, 8, 
16, 4 sind vorgeschlagen worden. An eine wirkliche Durchführung einer 
80 einschneidenden Abänderung ist wohl trotz einzelner Vorschläge kaum 


kn 


zu denken, so daß diese Erörterungen rein akademischer Art sind. 


 Vielstellige Zahlen teilt man zur Übersicht gern in Gruppen von 
je 3 (oder 5) Ziffern, besondere Teilungszeichen jedoch sind dabei, 
wenigstens bei den wissenschaftlichen Rechnern, kaum im Gebrauch. 
Die schulmäßige Art, Zahlen auszusprechen, hat heute im gewöhn- 
"liehen Leben wie auch unter den wissenschaftlichen Rechnern sehr 
an Boden verloren. Man pflegt vielmehr die Ziffern der Reihe nach 
zu nennen oder noch häufiger in der Weise, wie es bei den Fern- 
“sprechnummern üblich ist, Paare von Ziffern zu zweistelligen Zahlen 


ammenzufassen. 


z 


Entstanden ist diese Abkürzung wohl so, daß man zunächst die Namen 
der höheren dekadischen Einheiten (Potenzen von 10) von hundert an 
“unterdrückte, z. B. 95 728 kurz „fünfundneunzig, sieben, achtundzwanzig“* 
las, dann aber auch andere Paare zusammenfaßte, z. B. 3513 mit „fünf- 
‚unddreißig, dreizehn‘ wiedergab usw. 


; Kommen in der Zahl mehrere Nullen nebeneinander vor, so wird diese 
A t des Aussprechens besser zu vermeiden sein, z.B. bei 3007, 21 800 
u.dgl. Eine Null, die für sich eine Gruppe bildet, muß benannt werden, 
z.B. in 36 017. Ferner muß man bei einer Zahl wie 36410 das 
"Wort hundert nennen, um eine Verwechslung mit 3614 zu vermeiden. 
; Daß die deutsche Art, Zahlen auszusprechen, wegen der Voranstellung 
der; Einer vor die Zehner sehr ungünstig ist und Vertauschungen von 
Ziffern geradezu befördert, ist schon öfter beklagt worden (s. z. B. A. 
Höruer, Didaktik des math. Unterrichts, Leipzig und Berlin 1910, & 8, 
8. 66); es hat sich auch z. B. im Geldverkehr die Gewohnheit eingebürgert, 
die Beträge, wenn sie in Buchstaben niedergeschrieben werden, in der 
Form wie „dreißigsieben“ u. dgl. anzugeben. 


- 17. Dezimalzahlen. Handelt es sich um Zahlen mit Dezimalstellen, 
so muß angegeben werden, wo diese beginnen; hierzu dient in Deutsch- 
Band und in Frankreich der Beistrich (Dezimalkomma),. -in Österreich 


a \ "if 
Pi % Ä 
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so he eine Null gesetzt, außer in England. Es ergibt sich demnach h 
für 4 die Schreibweise 0,5 oder 0'5 oder '5 oder 0.5. Gelesen wird 
das Zeichen entweder nd seinem Namen: „Komma“, „Punkt“ oder 
als „Ganze“. 


Der hochgestellte Punkt verdient wohl den Vorzug vor den andern 
Zeichen, weil er sonst keine Verwendung findet, während der Beistrich 
auch zur Trennung von nebeneinanderstehenden Zahlen, der Punkt auf 
oder etwas über der Zeile auch als Multiplikationszeichen dient.*) ; 

Viele Autoren in Deutschland verwenden nach dem Vorgang von Fr 
Baur, Scuoper bei Logarithmen den Punkt auf der Zeile statt des 
Kommas, um Logarithmen gleich als solche kenntlich zu machen (eiehoß 
z. B. Hammer II, Anm. ®), S. 604). Logisch einwandfrei ist das Verfahren 
nicht, weil es keine Eigenschaft einer Zahl ist, ein Logarithmus zu sein, 
sondern nur eine Art, sie zu verwenden. In der Praxis ist freilich ein sol- 
ches Bedenken ohne Bedeutung. b; 


Bei Dezimalzahlen herrscht noch mehr als bei ganzen Zahlen die ; 
Gewohnheit, die Ziffern einzeln oder in Gruppen von zweien abzu- : 
lesen, z.B. 0'025 als „null Ganze, null, zwei, fünf‘ oder „null 
RE null fünfundzwanzig“. | 

In gewissem Sinne wäre als Dezimalzeichen ein Zeichen an oder ie 
den Einern günstiger, weil dann gewisse Symmetrien im Stellenwert 
zwischen Zehnern und Zehnteln, Hunderten und Hundertsteln usw. besser 
hervorträten. } 

18. Gemeine Brüche. Viel seltener als die Dezimalbrüche treten 
die gemeinen Brüche beim Rechnen auf. Doch haben sie immerhin 
ihre Vorzüge, da sie, von gewissen Ausnahmen abgesehen, nur mit 
Verlust an Genauigkeit in Dezimalbrüche übergeführt Werden können. | i 
In der Tat entstehen bekanntlich die ins Unendliche fortlaufenden, 
sogenannten periodischen, Dezimalbrüche. 


3 
h 
® 


Eine Tafel für die Verwandlung gemeiner in periodische Dezimalbrüche 
‚gibt K. Fr. Gauss, Werke, Il. Band, Göttingen 1876, 8. 412—434; ein 
Auszug daraus in "Disquisitiones arithmeticae, Werke, A Band, Göttingen . 
1870, 8.470; deutsche Ausgabe von H. MaseR, Berlin 1889, S. 453. Zum ö 
Gebrauch der Taiel sind gewisse, sehr einfache Kenntnisse aus der Dane ; 
theorie erforderlich; hierüber Disquisitiones arithmeticae, art. 316— 318, 
Werke, I. Band, S. 385, deutsche Ausgabe S$. 370 


19. Stellenwert. Beim dekadischen, wie überhaupt bei jedem 
Zahlensystem mit einer Grundzahl, kommt bekanntlich jeder Ziffer 
außer ihrem Wert als Ziffer noch a sogenannte Stellenwert zu. 
Eine Verschiebung der Ziffer um eine Stelle nach links erhöht ihren j 
Stellenwert auf das Zehnfache, eine Verschiebung nach rechts setzt 

’ 
i 


*) Man sehe die Verlegenheit, die entsteht, wenn im Lehrbuch der 
Differentialgleichungen von A. R. Forsyrn, deutsch von W. JACOBSTHAL, 
S. 57 in die Funktion f(x, %) für x, y Dezimalzahlen 0,1 und 1,1 en8sa 
setzt werden sollen; als Notbehelf ist f(0,1j1,1) gewählt. 


ch 
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man Pe siztene. die rede der Ziffern durch eine Verschiebung 
des Dezimalpunkts-im entgegengesetzten Sinn. 
Man schreibt wohl auch der Stelle der Einer den (dekadischen) 
ang 0, der der Zehner den Rang 1, der der Hunderter den Rang 2 
‚usw., der der Zehntel den Rang — 1, der der Hundertstel den Rang 
— 2 usw. zu. Der Rang ist die Anzahl der noch folgenden Stellen 
"bis zu den Einern, diese eingeschlossen, oder die negativ ge- 
nommene Anzahl der vorhergehenden Stellen bis zu den Einern, diese 
‚eingeschlossen. 
d ‘Man kann auch bei ganzen Gruppen von Ziffern vom Stellenwert 
‚sprechen. Zwei Zahlen, in denen die Zifferngruppen von der ersten 
- geltenden (d.h. von Null verschiedenen) Ziffer links bis zur letzten 
geltenden Ziffer rechts übereinstimmen, unterscheiden sich nur durch 
den Stellenwert, d.h. ihr Quotient r eine Potenz von 10, z.B. 


6072 und 6'072 = 6072.10°. 


Von zwei solchen Zahlen soll kurz gesagt werden, sie hätten die- 
selbe Ziffernfolge, so daß also bei der Bestimmung der Ziffernfolge 
& auf Nullen, die nicht zwischen geltenden Ziffern stehen, nicht zu 
achten ist Die Ziffernfolge als Zahl erhält man demnach, indem 
man alle Nullen, die links und rechts am Rande stehen, und das De- 
'zimalzeichen unterdrückt. 


a ee 


RO) 


! 
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In manchen Wissensgebieten, z. B. in der modernen Physik der 
kleinsten Teilchen, kommt es vor, daß man von einer Zahl überhaupt 
‚keine Ziffern kennt, sondern nur den Stellenwert, den die unbekannten 
Ziffern einnehmen. Man bedient sich dafür der Ausdrucksweise, die 
Zahl sei nur ihrer Größenordnung nach bekannt. 


. 


20. Stellenwertbestimmung. Fast alle elementaren Rechen- 
Foperationen sind so auszuführen, daß die Ziffernfolge und der Stellen- 
wert des Ergebnisses gesondert bestimmt werden. Meist hängt die 
Ziffernfolge des Ergebnisses sogar überhaupt gar nicht vom Stellen- 
wert der gegebenen Zahlen ab; aus diesem Grunde wird gewöhnlich 
- die Ziffernfolge zuerst bestimnit. 

Für die Bestimmung des Stellenwerts des Ergebnisses gibt es bei 
den meisten Operationen eigene Regeln, die zwar ziemlich einfach 
sind, aber, wenn man sie mechanisch anwenden will, doch das Ge- 
dächtnis belasten. Es dürfte in den meisten Fällen zweckmäßiger 
sein, die Erwägungen, die den Regeln der Stellenwertbestimmung 
zugrunde liegen, rasch auf den konkreten Fall anzuwenden. Sehr 
bequem ist es hierbei, sich mit einer ganz rohen Abschätzung zu be- 
gnügen; z.B.: 23 5°61 gibt für das Produkt die Ziffernfolge 12 903, 
der richtige Wert kann nicht weit von 2-5 = 10 liegen, muß also 
12'903 sein. 
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Namentlich der praktische Rechner wird auf diesem Wege: am raschesten. E: 
zum Ziel kommen, da er gewöhnlich im voraus eine gewisse angenäherte x 
Kenntnis des bei einer Rechnung zu erwartenden Ergebnisses hat (vgl. 13). :- 

21. Zahlen mit vielen Nullen nebeneinander. Die gewöhnliche 
Art, die Zahlen anzuschreiben und auszusprechen, wird unübersicht- 
lich und schwerfällig, wenn es sich um Zahlen mit sehr vielen 
nebeneinanderstehenden Nullen handelt. Meist handelt es sich um 
Zahlen, die nur wenige geltende Ziffern haben und entweder sehr 
groß, oder sehr klein (nahe an Null)oder nur wenig größer als 1sind,z.B. 


61300000000000000,  0:000000000072, 1'000 001 28. 


Etwas Ähnliches gilt von Zahlen, die nur wenig kleiner als 1 1 sind; : 
solche enthalten sehr viele nebeneinanderstehende Neunen, z. B. 


0'999 9817. 


Ein Mittel, die Darstellung dieser Zahlen zu vereinfachen, ist die R 
Einführung einer geeigneten Potenz von 10, z.B. : 


613-10%  79:10-2, 1+128-102, 1 183-1071 


Man hat hier noch eine gewisse Freiheit der Auswahl, man kann 
entweder, wie es eben geschehen ist, den Exponenten von 10 so aus- 
wählen, daß der andre Faktor eine ganze Zahl wird, oder so, daß er 
zwischen 1 und 10 liegt (eine ganze Stelle hat)*) oder so, daß er 
zwischen O'1 und 1 liegt (mit einer geltenden Ziffer hinter dem 
- Dezimalpunkt beginnt); dies gäbe für die angeführten Zahlen ; 

6.18-10% 72-10-2121 +128-10-% 1-18-10° 4% 
und | i 
0513-10, 072-1079 1.4 0128-107°, 1 — 0183.10 95 


Handelt es sich um mehrere Zahlen von ungefähr gleicher Größe, 
so wählt man auch oft für alle dieselbe Potenz von 10. re 

Für die Dezimalstellen kommt auch manchmal eine rein graphische 
Abkürzung vor, wie etwa 


0:01072 oder 0°0,,72, auch 1972, 105128, 094817. 


Diese Abkürzung fällt freilich aus dem Rahmen der sonst üblichen 
Bezeichnungsweise heraus. 28 
In Fällen, wo die Zahlen untereinandergeschrieben werden, kann 
man bei einer zweiten, dritten usw. Zahl die Nullen auch ohne weiteres 


weglassen. 


*) Die Zahl, die aus einer gegebenen hervorgeht, indem man den De- 
zimalpunkt hinter die erste geltende Ziffer setzt, heißt nach Fr. W. 
SCHNEIDER, Anweisung zum Gebrauch eines Deckenstabes, Berlin 1825, 
ihr Normalwert, nach Gros ve Perrovır, Theorie de la regle logarith- 
mique, Paris 1885, nombre primordial (uach Enzyklopädie I, S. 1056, 
Anm. 5°®); Encyclopedie I, S. 414, Anm. $°®)), 


Br a 
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. Dekadische Ergänzung. In vielen Fällen ist es praktisch, 
eine SR als Differenz zweier Zahlen darzustellen, von denen die 
absolut größere nur eine geltende Ziffer hat; man erreicht dadurch 
z. B. bei einer negativen Zahl, daß der absolut kleinere Bestandteil 
(der mehrere geltende Ziffern enthält) positiv ausfällt. Dieser Be- 
standteil führt den Namen dekadische Ergänzung oder auch 
arithmetisches Komplement. 


drogen der dekadischen Ergänzung bringen 41, 44, 129. 


' Die dekadische Ergänzung fällt verschieden aus, je nachdem man 
mit ihrer Bildung weiter oder weniger weit links beginnt. 2. B. 


320 = 400 — 80 = 1000 — 680 
= 10000 — 9680 = 100000 — 99680 usw. 


Man kann diese Freiheit benutzen, um entweder zu erreichen, daß 
die dekadische Ergänzung eine geltende Ziffer weniger als die ge- 
gebene Zahl bekommt (hier: 400 — 80), oder daß der absolut 
größere Bestandteil eine dekadische Einheit wird (hier: 1000 — 680), 
oder endlich, daß alle dekadischen Ergänzungen an derselben Stelle 
“beginnen, z. B. wenn nur echte Dezimalbrüche vorkommen, bei der 
‚ersten Dezimalstelle. 


- In solchen Fällen kann man unter Umständen BORN: den andern Be- 
"standteil als selbstverständlich weglassen (129). 


Man führt die hier besprochene Zerlegung am besten von links 
“nach rechts aus; man erhöht die erste Ziffer links um 1 und behält 
ihren Stellenwert bei, dies gibt den absolut größeren Bestandteil; 
“dann ergänzt man alle folgenden bis zur vorletzten geltenden auf 9, 
die letzte geltende auf 10 und läßt etwa noch folgende Nullen an 
"ihrem Platz, das gibt die dekadische Ergänzung. 

Etwas Übung macht dieses Verfahren so leicht mechanisch, daß man 


. B. beim Entnehmen einer Zahl aus einer Tafel ihre dekadische Er- 
gänzung ohne weiteres Besinnen hinzuschreiben imstande ist. 


E 23. Negative Ziffern. Die in 22 angegebene Umformung, z.B. 
E Br —= 400 — 80, kann auch so aufgefaßt werden: 


320 — 4.10? — 8.10! + 0.10%, 


20 ist gewissermaßen als dekadische Zahl mit den Ziffern 4, — 8, 
© dargestellt worden. Bezeichnet man mit Caucny I (S. 796 oder 
8.439) solche negative Ziffern etwa so, daß man das Minuszeichen 
als Querstrich darübersetzt, so hätte man also für die Umformungen 
n 22 einfacher zu schreiben: 


320 = 480 = 1680 = 19680 = 199680 usw. 


18 8 2. Darstellung der Zahlen 192: 2 4, 25. 
. Ähnlich wäre - 076—-1%4 4 | 
u. dergl. 


Will man solche Zahlen aussprechen, so kann man etwa dem Vorschlag E 
von Seruing I, S. 16 folgen und das Minuszeichen als „miß-“ oder „mi-* 
oder auch als „ab-“ lesen: „mißeins, mizwei, midrei....“, „abeins.. .*. 


AR 
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Man kann nun noch einen Schritt weitergehen und barheunt 3 
positive und negative Ziffern in beliebiger Mischung anwenden. 


\ 

24. Beschränkung auf die positiven und negativen Ziffern 
bis 5. Man kann dies anwenden, um die absoluten Beträge der Ziffern 

auf das Intervall bis 5 zu beschränken, genauer gesprochen, mit den 


10 Ziffern O, 1, 2, 3,4, 5, 1: 2, 3, 4 auszukommen. Hierzu ver- . 
wandle man, von rechts nach links schreitend, jede Ziffer 6, 7,8,9 ° 
in 4, 3, 2, 1 und erhöhe dafür stets die links folgende um 1; bildet 
sich dabei 10, so ist es in O zu verwandeln, und die nächste Ziffer 


links zu erhöhen; z. B. 
6857218 = 6857222 = 6863222 = 6943222 = 
— 7143222 = 13143222, 


ba Sue 3 ae 


997 = 1003. 


Das Verfahren wird immer dann von Wert sein, wenn es sich um 
Rechenvorgänge handelt, die mit dem Anwachsen der Summe der ab- 
soluten Werte der Ziffern mühsamer oder schwieriger werden. Bei- 
spiele hierzu bieten bei der Multiplikation 5l, bei der Division 76, 
77, 79, 83, beim Rechnen mit der Rechenmaschine 73, 79. 


25. Beschränkung auf die Ziffern I, 2 und 5. In ähnlicher 
Weise kann man eine Beschränkung in den Ziffern erzielen, indem 
man von den Darstellungen 


1=1+0+0+0 | 4=0+2+2+0 7=0+2+045 
)2=0+2+0+0/5=0+0+0+5/)8=1+2+0+5 

3=1+2+0+016=1+0+0+45 1 9=0+2+2+5 
ausgeht. Wird jede Ziffer einer Zahl so zerlegt, so erscheint diese 
als Summe von vier Zahlen, von denen die erste nur Einsen und Nullen, 


die zweite und die dritte nur Zweien und Nullen, die letzte nur Fünfen 
und Nullen enthält, oder, anders ausgedrückt, in der Form 


A+2B+2C+5D, 
wo A, B, C, D Zahlen sind, die keine andern Ziffern als O und 1 
Nuten. Z. B. ' 
2605891 = 0100101 + 2000220 + 0000020 ir 0505550 = 
= 100101 + 2-1000110 +2:-10 +5 101110. 
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Da keine der Zerlegungen (*) mehr als drei Glieder enthält, so 
kann man auch mit drei Summanden Haar wenn man darin. un- 
gleiche Ziffern zuläßt, z. B. | 


2605891 = 2505551 + 100220 "120. 


- 26. Römische Ziffern. Die römischen Ziffern werden beim Rechnen 
nirgends mehr verwendet, wohl aber dienen sie zum Numerieren. Es 
‚scheint nicht ratsam, sie, wie es wohl vorgeschlagen worden ist, ganz 
abzuschaffen, da es oft günstig für die Übersichtlichkeit ist, zwei ver- 
schiedene Arten von ÖOrdnungszeichen zu haben. Nur darf man nicht zu 
hoch gehen, LXXXVII steht wohl schon an der Grenze der bequemen 
- Lesbarkeit. 


$ 3. Ungenaue Zahlen. 


E 27. Darstellung ungenauer Zahlen. Um eine ungenaue Zahl 
- darzustellen, muß nach dem in 3 Gesagten der Spielraum angegeben 
Everden, in den sie eingeschlossen ist. Dies kann, theoretisch am ein- 
MB achsten, geschehen, indem die untere und die obere Schranke dieses 
R Spielraums angegeben wird. Tatsächlich kommen derlei Darstellungen 
ii vor; es sei z. B. nur an die berühmte Einengung der Zahl x durch 
 ÄRCHIMEDES erinnert: 

a an <m<ä3H. 

- Für gewöhnlich zieht man es aber vor, nur einen Wert aus dem 
Spielraum und die Abweichungen der beiden äußersten Werte von 
- diesem anzugeben. Hierbei wird insbesondere gern entweder einer 
- der beiden äußersten Werte oder der Mittelwert aus beiden gewählt, 
weil in allen diesen Fällen, wie leicht einzusehen, diese Abweichungen 
durch eine einzige Zahl beschrieben werden können (28). Zuweilen 
_ wird auch ein möglichst bequem angebbarer Wert aus dem Spiel- 
"raum herausgegriffen (vgl. insbesondere 37). 


28. Absoluter und relativer Fehler. Genauigkeit. Ist a eine 
Zahl, a, ein Näherungswert davon, so nennt man den Unterschied 
-@,— a den absoluten Fehler des Näherungswertes a, für a (in 
weniger sorgfältiger Redeweise wohl auch der: , a Be m 


"Quotienten des absoluten Fehlers durch die Zahl Du - 


den relativen Fehler. Da a beim praktischen Rechrlen nicht be- 
kannt ist, so ist die Bemerkung wichtig, daß man ohne merkliche 
- Unrichtigkeit den Nenner a durch seinen Näherungswert a, ersetzen, 


‚nennt man 


somit den relativen Fehler nach der Formel a berechnen kann. 
ö 0 


Oft findet man den entgegengesetzten Wert a— a, mit dem Namen 
Fehler belegt; es ist aber vorzuziehen, a — a, als Verbesserung zu be- 
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zeichnen, weil dann der Näherungswert vermehrt um die Verbesserung. 
den genauen, der genaue vermehrt um den Fehler den Näherungswert 
er ibt. e' 
8 nachdem der Fehler positiv oder negativ ist, ist der Näherungs- 
wert größer oder kleiner als der genaue Wert. Die Franzosen haben 
zur Unterscheidung die bequemen Ausdrücke approximation par exces 
und par defaut, die im Deutschen fehlen; die Verdeutschungsversuche, e 
die damit angestellt worden sind, sind wenig befriedigend. 


Ist nun a nicht bekannt, sondern nur zwischen zwei Schranken 
eingeschlossen, so gilt dasselbe vom absoluten Fehler a, — a. Eine 
Angabe über eine ungenaue Zahl kann demnach erfolgen, indem zwei 
Schranken für den absoluten Fehler aufgestellt werden. Wählt man E 
für a, einen der Randwerte, so wird eine der beiden Schranken Null; 3 
wählt man für a, den Mittelwert des Spielraums, so werden beide 
Schranken entgegengesetzt gleich und die Aussage kann einfacher - 
durch Angabe einer obern Schranke für den absoluten Wert des. 
absoluten Fehlers gemacht werden. Der letzte Fall ist der häu- 
figste. 1 
"Durch jede solche Aussage über den absoluten Fehler wird die 
absolute Genauigkeit des Näherungswertes a, für a (kurz: der. 
Zahl a) angegeben. i 
Ganz ähnliches gilt für den relativen Fehler; offenbar sind die. E 
Schranken für den absoluten Fehler durch a (oder a,) zu dividieren. 3 
Durch solche Aussagen wird die relative Genauigkeit des Nähe- 
rungswertes a, für a bestimmt. 


Man könnte die Schranken geradezu a ein Maß der Ungenauigkeit 
ansehen. 


ERS EEE RITTTTTZ 


29. Abgekürzte Dezimalzahlen. Sind von einer dekadisch ge- 
schriebenen Zahl einige Ziffern links bekannt, die weiter nach rechts 
hin folgenden nicht mehr, so liegt ein besondrer Fall einer solchen 
 Genauigkeitsbestimmung vor; man spricht in einem solchen Fall von ° 
einer auf soundso viel Ziffern oder auf soundso viel Dezimal- 
stellen abgekürzten (verkürzten, auch wohl abgerundeten) 


er DE ed u en > = 2 


Dezimalzahl. Um eine Dezimalzahl als abgekürzt zu kennzeichnen, 
setzt man einige, gewöhnlich drei, Punkte dahinter. Doch wird diese 
Kennzeichnung auch oft weggelassen, wenn klar ist, daß es sich um 
ungenaue Zahlen handelt. | 
“ Umgekehrt kennzeichnet GErNeErRTH in seiner fünfstelligen Tafel I voll- j 
ständige Dezimalzahlen durch einen Punkt hinter der letzten Ziffer und 
läßt abgekürzte unbezeichnet. Noch eine andre Festsetzung trifft K. Knorr, 
Theorie und Anwendung der unendlichen Reihen, Berlin 1922, 3. 242, 245; 
er setzt Punkte, wenn nur Ziffern weggelassen wurden, dagegen keine 
Punkte, wenn korrigiert wurde. | 


Weiß man z.B., daß die Zahl x folgende Ziffern hat: 314159, F 
so schreibt man m = 3°14159... .; hiermit ist gesagt, daß 
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314159 <n < 31416 


ist. Put einem solchen Fall sind nicht, wie sonst, Nullen am rechten 
Ende einer Dezimalzahl gleichgültig. Der absolute Fehler des Nähe- 
r ur igswertes 314159 für m erfüllt dann die Doppelungleichung 


0 > 3:14159 — r > — 0'00001. 


 Derlei Angaben stellen sich selten bei Messungen, häufig dagegen bei 
Rechnungsergebnissen ein. 

_ Wollte man bei einer solchen Angabe den Mittelwert verwenden, 
80 hätte man etwa 3'141595 als Näherungswert zu verwenden; der 
Fehler würde dann der Doppelungleichung 


0:000005 > 3:141595 — m > — 0'000005 


5 Eazen: Man pflegt jedoch Angaben andrer Art vorzuziehen, weil 
die hinzugefügte Ziffer 5 an sich eine Belastung, außerdem aber noch 
_ dadurch unvorteilhaft ist, daß sie keine Beziehung zu der an diese 
‚Stelle eigentlich gehörigen Ziffer aufweist. 


‚30. Korrigieren. Man erhöht die letzte beibehaltene Ziffer einer 
"abgekürzten Dezimalzahl um 1, wenn die folgende Ziffer 5, 6, 7, 8 
‚oder 9 ist. Man nennt dies das Korrigieren, das Abrunden nach 
‚oben oder das Aufrunden*) der letzten Stelle; die Franzosen be- 
dienen sich auch des Ausdrucks „forcer“ und nennen eine erhöhte 
"Ziffer „fort“, eine nicht erhöhte „faible“. F. G. Gauss verwendet in 
‚seiner fünfstelligen Tafel Gauss I die Ausdrücke „groß“ und „klein“, 
Auf diese Weıse würde x, wenn fünf Dezimalstellen beibehalten 
werden sollen, durch 3'14159..., wenn vier beibehalten werden 
sollen, durch 31416... zu approximieren sein. Für die Fehler er- 
Er» sich die Doppekunpleichungen: 


0:000005 > 314159 — x» > — 0'000005, 
0:00005 > 31416 — x > — 0:00005. 
- Hierfür kann mit einem geringen und für die Praxis völlig be- 
‚deutungslosen Verzicht an Präzision 
| |3°14159 — z| < 0'000005, 
131416 — x | < 0'00005 
gesetzt werden. 


_ Abweichend von dieser Festsetzung kürzen Lomnorr und Errang (siehe 
Lounorr I, Errang I, Lounorr-Erring I) in Tafelwerken so, daß alle 


- _*) Die Ausdrucksweise ist nicht ganz feststehend; am ‚zweckmäßigsten 
wäre es wohl, abrunden und aufrunden anzuwenden, je nachdem eine 
& Verkleinerung” oder eine Vergrößerung stattfindet, und beide Fälle als 
„korrigieren“ zusammenzufassen. 
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Werte, einschließlich der durch Interpolation (134) gefundenen, die ge 


ringste durchschnittliche Abweichung aufweisen. 


F 


Wenn man zum Näherungswert eine halbe Einheit der letzten bei- 


zubehaltenden Stelle hinzufügt, so erhält man durch Abwerfen der 
folgenden Stellen sofort den korrigierten Wert. Dieser Kunstgriff, 
der von J. F. von Wreoe herrührt, läßt sich manchmal mit Vorteil 
verwenden, wenn ganze Serien von Werten in einem Zuge (z.B. mit 
der Rechenmaschine) gerechnet werden. 


# 


3l. Genauigkeit einer korrigierten Deamalzahl Allgemein 
wird demnach der absolute Betrag des absoluten Fehlers eine halbe 
Einheit der letzten beibehaltenen Dezimalstelle nicht übersteigen. Die 
Schranken für den absoluten Wert des relativen Fehlers erhält man, 
indem man durch die Zahl selbst dividiert. Verwandelt man Dividend 


und Divisor in Einheiten der letzten Dezimalstelle, so erkennt man, 


daß die Schranke für den relativen Fehler einfach der halbe rezi- 
proke Wert der Ziffernfolge der Zahl, als ganze Zahl betrachtet, ist. 


Hieraus folgt, daß z.B. die beiden Zahlen 7'027... und 0007027... 
relativ gleich genau und beide relativ genauer sind, als etwa 03... 
oder 45°2... 


Man nennt eine so abgekürzte und korrigierte Zahl auf n Ziffern 


oder Dezimalstellen (Stellen) genau, wenn der Näherungswert 


n Ziffern oder n Dezimalstellen enthält. Die Bezeichnung entspricht 
. genau genommen mehr der Abkürzung ohne Aufrunden (23), wofür 
sie auch manchmal ebenfalls angewendet wird, weil dann die n Ziffern 
oder Dezimalstellen in der Zahl und im Näherungswert tatsächlich 
übereinstimmen, während durch das Aufrunden die letzte, in beson- 


deren Fällen auch noch eine oder mehrere vorher, wenn ihr nämlich 


Neunen folgen, abgeändert werden, wie z. B. beim Abkürzen von 


0'469872 auf vier Dezimalstellen: 0°4700... 


Das in 29, 30 und hier Vorgebrachte findet auch, wenngleich“ 
seltener, Anwendung auf den Fall, daß die letzte beibehaltene Stelle 


keine Dezimalstelle ist. In einem solchen Fall kann man entweder 
die in 2| angegebene Schreibweise anwenden, oder man bedient sich 


kleiner Nullen, die nur zur Feststellung des Stellenwerts dienen. So 
ergibt etwa 67366 auf Hunderter abgekürzt 6°74....- 10% oder 67499. 


In Statistiken: und Bilanzen sind derlei Angaben sehr häufig. 


Bryan I schlägt ein eigenes Zeichen (? oder 9) für unlchrang Ziffern 


vor; danach wäre also 67499 oder 674#% zu schreiben. 


32. Der zweifelhafte Fall beim Korrigieren. Der ungünstigste 


Fall beim Aufrunden ist der, daß die wegzulassenden Ziffern gerade 


5 oder 50, 500 usw. sind. Es ist dann der absolute Wert des absoluten | 
Fehlers am größten, es ist dann aber auch die in 30 gegebene Vor- 


schrift nicht dadurch gerechtfertigt, daß sie den absolut kleinsten 


« 
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; 


fehler liefert, vielmehr wäre es in dieser Hinsicht auch nicht un- 


günstiger, nicht zu korrigieren, so daß also in dieser Hinsicht der an- 
geführte Fall zweifelhaft bleibt. 

Häufig wird in diesem Fall auch die Regel befolgt, so abzurunden, 
daß die letzte Ziffer eine gerade Zahl ist, also z. B. 0'45 auf 0'4, 
0°55 auf 0'6. Diese Regel behebt den Zweifel ebenso wie die frühere, 
sie hat aber noch die Vorteile, erstens, daß positive und negative 
Fehler gemischt werden, was oft wünschenswert ist, zweitens, daß das 
oft vorkommende Halbieren des Näherungswertes durchführbar ist 
und wieder den richtigen Näherungswert liefert. 


- 33. Vergrößerung des Fehlers durch mehrmaliges Abkürzen. 
Bezeichnung der erhöhten Fünf. Wird eine bereits abgekürzte 
d korrigierte Dezimalzahl abermals abgekürzt und korrigiert, so 
kann unter gewissen ungünstigen Umständen der Fehler auf mehr 
als eine halbe Einheit der letzten beibehaltenen Stelle steigen. So 
2. B. gibt 0'745 auf zwei Stellen abgekürzt 0'75, und dieses weiter 
auf eine Stelle abgekürzt 0'8 mit einem Fehler von 0'055 >#- 1071. 
Kürzt man dagegen sofort auf eine Stelle ab, so erhält man richtig 
07 mit einem Fehler von — 0'045. 

Are man sieht, liegt der Grund darin, daß die höchste bei der 


u 


zweiten Abkürzung wegzulassende Ziffer eine durch Erhöhung ent- 
andene Fünf ist. Man wird daher dieser Gefahr ausweichen können, 
wenn man solche durch Erhöhung entstandene Fünfen kenntlich 
acht. Hierfür sind verschiedene Zeichen verwendet worden: Fett- 
ruck, Kursivdruck, V statt 5, kleine Ziffern, endlich 5 mit allerlei 
u“ Strichen quer durch, darüber, darunter, Punkte darunter, 
aneben usw. Manchmal sind die nicht erhöhten Fünfen noch eigens 
anders bezeichnet. 


34. Bezeichnung aller erhöhten Ziffern. Bei anderen End- 
affern ist die Kennzeichnung der Erhöhung weniger wichtig, weil 
ler in 33 angeführte Grund wegfällt. Immerhin wird dadurch die 
Genauigkeit der Angaben verdoppelt; es finden sich derlei Kennzeich- 
dungen (durch anders geformte Ziffern oder Unterscheidungszeichen) 
n manchen Tafelwerken. 

: Wird etwa als Erhöhungszeichen das Unterstreichen der Endziffer 


029723 <a < 0'297 235, 
agegen der Näherungswert 0'29723, daB 
i 0297225 Sa < 029723 ist. 


A Js Mittelwerte der Spielräume waren in den beiden Fällen 029 723,, 
nd 0'29722,, einzuführen; für diese wäre der Fehler absolut ge- 
_ ScHRUTKA, Zahlenrechnen 3 
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nommen nicht größer als ein Viertel der Einheit der letzten beibe- 
haltenen Stelle. ” 

Ein Rechnen mit derlei Näherungswerten wäre offenbar höchst un- 
vorteilhaft, da die Mehrarbeit, die die beiden hinzukommenden Ziffern. 
verursachen, nicht viel geringer ist, als wenn man geradezu die ganze 
Rechnung auf zwei Stellen weiter ausgeführt hätte; dagegen finden 
sich in den Tafeln mit Erhöhungszeichen, zuerst wohl bei GERNERTH 
I, S. 121, Vorschriften, in welcher Art diese Näherungswerte den 
Rechnungen, z. B. der Interpolation, zugrunde zu legen sind, ohne daß 
sie selbst angeschrieben werden. 


Man sehe z. B. die sehr ausführliche Anleitung bei Scuzöx I, Ein- 
leitung $ 18—29, 56—60. F 


Von derlei Rechenvorschriften gilt aber wohl, was K. Fr. GAuss 
(Werke, III. Band, Göttingen 1876, 8. 242) schon zu den Erhöhungs- 
zeichen selbst bemerkte, daß sie für die Praxis viel zu verwickelt 
sind und daß man, wenn die Möglichkeit vorhanden ist, zur Erreichung 
größerer Genauigkeit besser tun wird, auf genauere (mehrstellige) 
Tafeln zurückzugreifen. Es dürfte selten eintreffen, daß die geringe 
Verschärfung, die in der Verdoppelung der Genauigkeit liegt (man 
bedenke, daß die Hinzunahme einer weiteren Dezimalstelle eine Ver- 
zehnfachung der Genauigkeit bedeutet), besondern Wert hat und die 
unbequemen Rechnungen hierfür lohnend macht. | 


x 


35. Verfahren von THIELE.E Um diese unbequemen Mittelwerte zu ver- 
meiden und doch die doppelte Genauigkeit zu erzielen, hat T. N. Tuırız 
(Burrau I) das Mittel angewendet, beim Abkürzen Ziffernfolgen unter 
25... einfach wegzulassen, Ziffernfolgen zwischen 25... und 75... weg- 
zulassen und dafür ein Zeichen (einen Punkt oben) anzubringen, endlich 
Ziffernfolgen über 75... wegzulassen und aufzurunden. Es bedeutet 
dann z. B. 0'402 den Spielraum 0'40175 <> :0'40225, 0'402: den Spiel- 
raum 0:40225 +> 040275; die Mittelwerte dieser Spielräume sind die 
bequemen Zahlen 0'402 und 04025. Burrau nennt die Zahlen 0'402 und 
0:402: auf 34 Stellen abgekürzt.) | 

Die Bemerkungen in 34 über den Wert einer Verdoppelung der Ge 
 nauigkeit treffen auch hier zu. Außerdem bietet das Verfahren von 
Tree keine Sicherheit gegen die Vergrößerung des Fehlers durch 
weiteres Abkürzen, falls die letzte Ziffer 5 ohne Punkt ist (33). 

Ein ähnliches Verfahren hat Tr. OrrorLzer angegeben (vgl. Boccarpı I 
Iere partie, p. 59). Noch weiter geht in dieser Richtung Gusremn I, 
S.I. Übrigens hat schon Krrrer I dergleichen Mittel angewendet. 


*, 31 ist hier nur im Sinn einer Zahl zwischen 3 und 4 zu nehmen. 
wie man etwa bei Teilung eines Baugrunds als Hausnummern 3 und 3 
anwendet. Wollte man wirklich interpolieren, so hätte man etwa fest- 
zuhalten, daß bei n-stelligen Dezimalzahlen die Differenz der von ihnen 
gebildeten arithmetischen Reihe 10-”* ist. Hier ist die Differenz 310% 
die Stellenzahl wäre demnach mit 3 + log 2 = 3'301... anzusetzen. 
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36. Allgemeines über das Rechnen mit abgekürzten Dezimal- 
zahlen. Beim Rechnen mit ungenauen Zahlen bedient man sich 
vornehmlich der abgekürzten und korrigierten Dezimalzahlen. Sie 
haben den unleugbaren Vorteil, daß die (absolute) Genauigkeit schon 
durch den Stellenwert der letzten angeführten Ziffer bestimmt ist 
(31), die jedesmalige Angabe der Fehlerschranken daher entfällt. 

_ Es darf jedoch nicht übersehen werden, daß dadurch, daß nur ganz 
bestimmte Zahlen als Näherungswerte bestimmter Genauigkeit auf- 
“treten (nämlich Zahlen, die eben bei einer bestimmten Dezimalstelle 
abbrechen), auch wieder manche Schwierigkeit geschaffen wird. 
_ Wünscht man aus irgendeiner Annäherung eine durch abgekürzte 
Dezimalzahlen zu gewinnen, so muß man oft große Opfer an Ge- 
nauigkeit bringen oder um gekehrt, wenn die Genauigkeitvorgeschrieben 
ist, den Näherungswert oft auf einige Ziffern mehr (Überstellen) 
berechnen. Ein Beispiel wird die Sache genügend klarmachen. 


"Liegt eine Zahl zwischen 4'370 und 4'374, so liest man daraus 
Ben auf zwei Dezimalstellen genauen Näherungswert 437 ab, 
"während man, wenn eine Zahl zwischen 4'347 und 4'351 liegt 
"(so daß die absolute Genauigkeit dieselbe, die relative sogar noch 


"etwas größer ist als früher), nicht einmal die Zehntel sicher angeben 
| 


"kann. Kann man den Spielraum von 0'004 nicht verkleinern, so 
"würde man die Zehntel bestimmen können, wenn etwa durch genauere 
Berechnung eines N äherungswertes der Spielraum 4'3458 <> 43498 
festgestellt würde, nicht aber, wenn sich etwa der Spielraum 
43462<>43502 ergäbe. Läßt sich dagegen der Spielraum beliebig 
‘verkleinern, so kann, freilich oft nur mit viel Mühe, die Feststellung 


jeder Ziffer erzwungen werden. 


 Lehrreiche Beispiele hierzu liefern alle Berechnungen von Logarithmen- 
tafeln. Breuıker (I, S. 16) berichtet, daß er zur Sicherung der sechsten 
Dezimale in einzelnen Fällen bis zur fünfzehnten Dezimale gehen mußte, 
Bauscninger-Peress (I, S. VII) in ähnlicher Weise, daß sie zur Feststellung 
‚der achten Dezimale in manchen Fällen bis zur zwanzigsten gehen 
mußten. 


" Aus dem Angeführten ist zu erseben, daß die Rechenvorschriften 
für das Rechnen mit abgekürzten Dezimalzahlen je nach den Werten 
der Zahlen selbst verschieden lauten, was natürlich eine große Er- 
chwerung bedeutet. 


Hierin liegt auch der Grund für die seltsame Erscheinung, daß auf 
die Frage, wie viele Überstellen zur Sicherung eines bestimmten Ergeb- 


sses erforderlich sind, so verschiedene Antworten gegeben werden (vgl. 
erüber Enzyklopädie I, Nr. 24 Anm. ?°%, Encyelopedie I, Nr. 29 
nm. *°°), Sieht man scharf zu, so erkennt man, daß wohl mit jeder 
erstelle mehr die Wahrscheinlichkeit unrichtiger Näherungswerte rasch 
abnimmt, daß aber auch eine, noch so große Zahl von Überstellen nicht 


© volle Sicherheit liefert. Um z. B. eine Zahl 0:5 + s richtig auf Ganze 
5* 


(36, 37, 38. 
abzukürzen, müßte man den Spielraum der Annäherung unter & herab- 
drücken (und in das Intervall 0'5 <> 0'5-+ e bringen); da e beliebig klein 


sein kann, so reicht keine noch so große Anzahl von Dezimalstellen von i 
vornherein für alle Fälle aus. ’ 


26 | $ 3. Ungenaue Zahlen 


37. Anwendung der Wahrscheinlichkeitsrechnung. Die in diesem Para- 
graphen bisher angestellten Betrachtungen gehen von der Voraussekeuu il 
aus, daß für jede Abweichung der Ergebnisse vom richtigen Wert 
Schranken angegeben werden müssen. Ganz anders steht es, wenn die 
in die Rechnung eintretenden Zahlen selbst schon Fehlern unterworfen. 
sind, für die man nur Mittelwerte kennt, wie es in der Ausgleichungs-- 
rechnung der Fall ist. In diesem Fall können auch die Ergebnisse 
weiterer Rechnung nicht anders erhalten werden. Es sind daher die 
Betrachtungen der Fehlertheorie, insbesondere die über Fehlerfortpflan- 
zung, anzuwenden. E 


Untersuchungen dieser Art finden sich bei Ber I, 8. 49, Sranı- 
HAGEN I, Junge NE ; 


38. Approximation durch rationale Zahlen. In manchen Fällen. 
legt man Wert. darauf, als Näherungswert nur rationale Zahlen 
(ganze Zahlen und Brüche) zu verwenden. Solche Näherungs- 
werte haben unter anderm den Vorteil, daß die Rechnungsfehler (5) 
oft ganz oder fast ganz vermieden werden können. Auch sind ge- 
brochene Zahlen als Multiplikatoren, Divisoren und Exponenten oft 
bequemer als Dezimalbrüche (96). Nun gehören freilich alle ab-' 
brechenden Dezimalzahlen zu den. rationalen Zahlen, man wünscht‘ 
aber in solchen Fällen Näherungswerte mit recht kleinem Zähler und 
Nenner. E 

Zur Auffindung solcher Annäherungen dient am besten eine Zus 
sammenstellung aller gemeinen Brüche samt ihrer Dezimalbruch- 
entwicklung, deren Zähler und Nenner eine bestimmte Zahl nicht 
übersteigen, nach ihrer Größe geordnet. Ein solches Verzeichnis, 
bei dem Zähler und Nenner bis 100 aufsteigen und die Dezimal- 
bruchentwicklung auf 11 Stellen angegeben ist, enthält BrRocor T. 


Erreicht man auf diese Weise keine genügend genaue Annäherungg 
so kann man diese leicht verbessern. 


Ein Beispiel möge das Verfahren zeigen. Für x = 3'14159 gibt 
die Tafel von Brocor die Näherungen 


ae dr 81 1 92 
= sn und 3.142857 — 37 7 


Ihre Fehler sind — 0000179 und 0'001 264, es ist daher 


N an 


rs ee an 


99 7 


(99% — 311):(22 — 7m) = 17721:8848. 


. ET Bi SE ’% 
a AS re Ze 32 IRA, v a: 
£ 2 v + . . 

4 BET. u, " 
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Be — 511): (22—7n)=2:1, 
99x — 311 = 44 — 14, 113 = 355; 


demnach ist x mit größerer Annäherung als vorhin gleich T en . 


84. Addition und Subtraktion. 


- 39. Addition. Die Arbeit wird erleichtert, wenn die Ziffern gleichen 
Stellenwerts genau untereinander geschrieben werden; dies sollte 


sein, ob der Vorteil des bequemeren Rechnens die Mühe des noch- 
aligen Anschreibens aufwiegt. 

- Man spreche nur die aufeinanderfolgenden Teilsummen laut dee 
in Gedanken aus, z. B. 


634 6, 15, 19 (9 angeschrieben); 1 
1719 1, 3, 4, 7 (angeschrieben). 

926 9, 16, 22 (2 angeschrieben); 2 
3279 2, 3 (angeschrieben). 


u Für eine spätere Nachrechnung ist es sehr zu ED a hin- 


634 
1719 

926 
A! 
3279 


£ Sind lange Zahlenreihen zu addieren, so ist es ehe zweckmäßig, 
ei ie Einer der Teilsummen im Kopf zu behalten und jeden über- 
ittenen Zehner durch ein Zeichen (etwa einen Strich oder einen 
kt) anzumerken; die Zahl dieser Zeichen gibt am Ende die hin- 
berzuzählenden Zehner an, z. B. 


87 8, 5, 1, 9, 2, 9 (angeschrieben); 3 
| ] | 


3, 0, 9, 7, 6, 2, O (angeschrieben); 5 (angeschrieben) 
| I | | | 
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Oft ist es bequem, Summanden zusammenzuziehen, z.B. statt 
7 +3 sogleich 10, statt 9 + 2 sogleich 11, statt 6 +6 + 6 so- 
gleich 18, statt 5 > 6+7+8-+ 9 sogleich 5-7 = 35 zu addieren 
und dergleichen. h 

Hat man sehr lange Spalten von Zahlen zu addieren, so kann man 
erwägen, ob man vielleicht die Zahlen in Gruppen teilen, deren 
Summen bilden und schließlich vereinigen soll; man kann so der Er- 
müdung leichter aus dem Wege gehen und a auch die allzu. 
großen Zehnerübertragungen. 


40. Proben für die Addition. Die Probe für die Addition kann 
durch Wiederholung in andrer Anordnung gemacht werden, etwa indem 
man statt von unten hinauf von oben herunter rechnet, oder indem 
man den Summand, mit dem man das erstemal begonnen hat, vor- 
erst wegläßt und ihn zur Summe der übrigen addiert. 

Über Restproben siehe 97. 


Al. Subtraktion. Das in 39 über das Untereinanderschreiben 
Gesagte gilt auch bier. 

Man kann entweder die Methode des Abzählens oder die (in den 
österreichischen Schulen allein übliche und daher in Deutschland 
als österreichische Rechenmethode bekannte) Methode des Zu- 
zählens anwenden. Das schriftliche Bild der Rechnung ist in beiden 
Fällen gleich. Man spricht z. B. bei E 


638 

482 

156 
im ersten Falle: 8 — 2=6, 3 — 8 geht nicht, 13 —8=5, 6 um 
vermindert ist 5, 5—4=1; im zweiten Falle: 2 und 6 ist 8, 


8 und 5 ist 13, bleibt 1, 1 und 4 ist 5 und 1 ist 6 (die fett ge- 
druekten Ziffern werden betont und gleich angeschrieben). | 


Y 


Der österreichischen Rechenmethode wird bei der Subtraktion wohl 
allgemein der Vorzug gegeben. Näheres darüber siehe bei Sapowskı I, 
ZIcREROW I. Lanazer I, S. 4 spricht von Kaufladen- oder Komple- 
menten-Methode. 


Ist der Minuend eine dekadische Einheit, so wird man die Differenz 
am besten als dekadische Ergänzung (22) bilden. 


42. Proben für die Subtraktion. Als eine inverse Operation wird 
die Subtraktion am besten durch die zugehörige direkte Operation, 
die Addition, geprüft: die Summe aus der Differenz und dem Sub- 
trahend muß dem Minuend gleich sein. Daneben käme noch die 
Subtraktion der Differenz vom Minuend, die den Subtrahend liefern 
muß, in Betracht. 

Über Restproben siehe 97. 
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F. a. Addition und Subtraktion von links nach rechts. Mit ein 


Sonst wird für das Verfahren noch angeführt, daß man die wichtigeren 
Ziffern zuerst bestimmt, das Vorzeichen einer Differenz sofort richtig 
‚bekommt und bei Dezimalbrüchen mit verschiedener Stellenzahl einen 

tum in der Verknüpfung der letzten Stellen leichter vermeidet. 
ö Besonders zu empfehlen ist die Addition von links nach rechts 
bei der Bildung des arithmetischen Mittels, weil dann die Division 
durch 2 gleich mit ausgeführt werden Kahn. 


44. Berechnung von Aggregaten. Hat man RS rn d.h. 

‚algebraische Summen von positiven und negativen Zahlen zu be- 
‚rechnen, so stehen einem verschiedene Wege offen. 
_ Man kann die positiven und die negativen Zahlen je für sich 
addieren und die Differenz der Ergebnisse bilden. Hierbei kann 
man gleiche Ziffern oder Gruppen von Ziffern gleicher Summe in 
‚den positiven und den negativen Gliedern, die denselben Stellenwert 
haben, gegeneinander streichen. 2. B. 


223927, 13 7 52.800.700 7900 2 3EE 


die hen sind durch die Unterstreichungen gekennzeichnet. 
4 Stehen die Zahlen untereinander, so kann man sich die Bildung 
der beiden Summen erleichtern, indem man die Zahlen der einen 
Gruppe, etwa die negativen, durch irgendein Merkzeichen — etwa 


Umrahmen, ‚ Schraffieren, andersfarbige Tinte — kenntlich macht; z. B. 


R 653 653 oder 653 
£ [728] Ber 128 
4 927 927 927 
& 13 13 13 
= > 52 
3 1593. 1593 1593 
£ — 780 — 780 — 780 
2 813 813 813 


Ein andres Mittel ist das Zudecken der Zahlen der einen Gruppe, 
"während man die Summe der andern Gruppe bildet. 


4 *) Gauss hat diese Rechenweise angewendet und empfohlen and sie ist 
ei den Astronomen viel im Gebrauch. (8. z.B. A. Garzze, Gauß als 
"Zahlenrechner. Materialien für eine Biographie von Gauß, 1V, 1918, S. 10.) 


ee 
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E| 

Werden die Zahlen erst angeschrieben, so tut man natürlich am bestenä 
gleich zwei Spalten für sie zu bestimmen, so wie es im kaufmännischen ! 
Rechnen für Soll und Haben geschieht. R 
Sind alle Zahlen bis auf die erste negativ und zusammen kleine r 
als diese, so kann man die Methode des Zuzählens wie bei der 
Subtraktion (österreichische Methode, Al) anwenden, z.B. | 


1105 1,9, 16 und 9 ist 25, 2; 
— 27 2,4,6 und 4 ist 10,1; 
— 628 1,3, 9 und 2 ist 11. 
— 201 
249 
Endlich kann man für die eine Gruppe, nämlich für die, dere 
Summe voraussichtlich kleiner ausfällt, die dekadische Ergänzung (22 
einführen, und dadurch die Subtraktionen in Additionen verwandeln. 
Dabei führt man die dekadischen Ergänzungen alle gleichweit m 
links und zwar so weit, daß die Additionen nicht gestört werden.” 
Im Beispiel von arhin hätte man i 


653 = 653 (oder ausführlicher) = 653 


— 728 = 1272 — 272 — 1000 
927 —= 997 — 997 
13=.:..18 8 
— 52 — 1948 = 948 — 1000 3 
813 2813 — 2000 — 813. 


Sollte man aus Versehen die Gruppe mit größerer Summe umgeformt 
haben, so erscheint die algebraische Summe selbst als dekadische Er-2 
gänzung und ist noch umzuformen, z.B. 


Re 7% E 

— 67 = 133 E 
98 — 98 4 

— 107 = 293 ; 
16 = —4 a 

Kl 


Die Anwendung der dekadischen Ergänzung lohnt sich nur dann, | 
wenn man die Zahlen gleich in dieser Form anschreiben kann, etwa 
wenn man sie aus Tafeln entnimmt, sonst wiegt der Vorteil der be- 
quemern Rechnung die Mühe der Umformung und des abermaligen 
Anschreibens nicht auf. Auch ist der Vorteil der. dekadischen Er- 
gänzung um so geringer, je mehr negative Zahlen auftreten. : 

Auch bei reinen Additionen und Subtraktionen kann man die de- ° 
kadische Ergänzung oft vorteilhaft verwenden, besonders dann, wenn 
sie weniger geltende Ziffern hat. Z.B. 


827 + 397 = 827 +4 403 = 1224, 
1208 — 896 = 1208 + 1104 = 312. 
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45. Addiermaschinen. Um Additionen rasch und sicher aus- 
zufüh An, kann man sich der Addiermaschinen (Additions- 
maschinen) bedienen. Die einfacheren gestatten Ziffernreihen, die 


‚Tasten niederdrückt oder Ziffernräder dreht. Manche Addiermaschinen 
sind auch für Subtraktionen eingerichtet, bei anderen muß man sich, 
wie in 44, mit der dekadischen Ergänzung helfen. 


Über die Einrichtung der Addiermaschinen siehe Encyclopedie I, 
. 239—247, Enzyklopädie I, S. 961—964, Gare I, Horcken I, Katalog 
I, II, Lenz I, D’Ocasne II, VI. Die erste Additionsmaschine wurde schon 
von Blaise Pıscar 1642 konstruiert. 


46. Addition und Subtraktion ungenauer Zahlen.-Die Fehler- 
fortpflanzung bei der Addition ist sehr einfach; sind die Summanden 
% Ag, .. ., Q, einer Summe 


tat: +a,=S$ 


E. den absoluten Fehlern &,, &,..., &, behaftet, so hat s, wie 
‚leicht einzusehen, den absoluten Fehler 


| oc-4+%+'.:+8,: 

"Sind nun für die Fehler «,, @, ...,«, Schranken bekannt: 
| -, << <Sa, 

-, Sy <H, 


Ds Pi 


"so folgt hieraus sogleich 
tat + W)So<Satat te 
e u 

- Ganz ähnlich ist es bei der Subtraktion. Haben in 


mt 
@,, @, die absoluten Fehler «,, «,, so hat ? den absoluten Fehler 
u Tr, 
d wenn wieder Schranken bekannt sind: 
-4, <a Si, 
® -, <, Si, 
0 folgt - 6 +3)Se<iHte- 


1 
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Es sind demnach bei der Addition die gleichnamigen Schranken 
zusammenzufassen, bei der Subtraktion vor der ZN PIDI USE u 
die des Surblrahends zu vertauschen. | 

Noch einfacher werden die Vorschriften, wenn Schranken für dich | 
"absoluten Werte der Fehler gegeben sind. Es ist dann jedes & gleicht 
dem zugehörigen d, und man hat % 


o|<, ++: +6, 
IsS&+ 6%. 


Man kann sagen: bei Operationen erster Stufe (auch bei algebraischen 
Summen) hat man die Schranken der absoluten Werte der absoluten 
Fehler zu summieren. 


TO 


Man beachte, daß bei der Subtraktion ebenfalls zu summieren ist. 


Es sei etwa yı2 + V11 auf drei Dezimalstellen zu Ve 
Es soll also der Absolutwert des absoluten Fehlers unter 102 u 


liegen. Man kann die Schranke zu gleichen Teilen auf die beiden. 
en verteilen und jeden von beiden mit einem Fehler von 


höchstens — 2 10- ® nehmen. Hierzu sind 4 Dezimalstellen erforderlich ;3 


SR as EN: in ubek 


Vı12 = 34641 
V1i1 = 33166 
Vı12 + V11 = 6'7807 


mit einem Fehler von höchstens + 0:0001. Also liegt der richtige 
Wert zwischen 6'7806 und 6°7808, er ist daher auf drei Stellen 
genau 6'781. 4 


Ist V12 —_ yıı auf drei Dezimalstellen zu bestimmen, so ist zu- 
nächst genau so wie soeben vorzugehen. Man findet 2 


V12 — Y11 = 011475 


mit einem Fehler von höchstens 0'0001. Also liegt der richtige Wert 4 
zwischen 01474 und 0'1476 und das sichere Abkürzen auf drei ° 
Dezimalstellen ist nicht möglich. Man muß eine Stelle mehr nehmen: 


V12 = 3'46410 
Vı1 = 3'31662 


V12 — Y1l = 0'14748 
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nit einem Fehler von höchstens 0'00001. Der richtige Wert ist 
mehr zwischen 014747 und 0'14749 eingeschlossen, daher sicher 
uf drei Stellen genau 0'147. 


47. Besondere Mittel zur Verringerung des relativen Fehlers 
A bei Subtraktionen. Bei Subtraktionen wird, wenn der Betrag der 
Differenz klein ist, der relative Fehler (28) unverhältnismäßig groß. 
 Zuweilen läßt sich durch eine. Umformung des zu berechnenden Aus- 
 drucks dieser Übelstand vermeiden. 


i So ist im Beispiel aus 46 Y12 — Y11 = 0'147 die Schranks für 


A 1 
Een absoluten Wert des relativen Fehlers —— 3. jan an —= 00034. 


Wendet man aber die Umformung 


12 — Y11l = —  —— 
yı2 yıı y12 F yı1r 
an, so ergibt sich: Y12 + yıı == 6'781, liegt also zwischen 6'7805 
und 67815, folglich liegt Y12 — Y11 zwischen 


1 ; 
Tr Ye — 0'147460 und &- ee — 0147482, 


ist also durch 0°147471 mit einem relativen Fehler dargestellt, der 


LITE 
0.147471 " 15006 0'000075 bleibt. Wollte 


man nur drei Stellen sicher haben, so könnte man mit weniger ge- 


_ absolut genommen unter 


_ nauen Näherungswerten von V12 und yıl auslangen. 


Die relative Genauigkeit ist (ungefähr) dieselbe, wie die von 6'781, 


: ek 1 1 - y 
die Fehlerschranke nämlich 3.0784. age; vie aus der in 94 auf- 


 zustellenden Regel ohne weiteres folgt. 


In ähnlicher Weise würde man ER Vo, wenn a und b wenig 


verschieden sind, als Var —, 1—cosp, wenn p ein 
e a 


+Yab-+ Yb: 
kleiner Winkel ist, als 2 sin? ‚ allgemeiner cosp — cosyw als 
2: FI ne—#, sing —siny als as r cs? —t, 


Dos 0 — logb als log berechnen usw. 


ER OTTS 
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$ 5. Multiplikation. 


48. Gewöhnliches Multiplikationsverfahren. Man spart beim 
gewöhnlichen Multiplikationsverfahren an Platz, wenn man mit der 
höchsten Stelle des Multiplikators zu multiplizieren beginnt, wei @ 
dann die folgenden Teilprodukte nach rechts zurücktreten, und ni 
man die Zahl mit weniger Stellen zum Map macht, weil es” 
dann weniger Teilprodukte gibt. 3 


Auch wegen der abgekürzten Multiplikation (67) ist das Beginnen mit . 
der kochsten Stelle zweckmäßig. y 
Man kann auch bei vielen Teilprodukten mit weniger Raum aus- 
reichen, wenn man die Teilprodukte entweder staffelförmig, d. h. jede 
ihre Ziffern eine Zeile tiefer (oder höher) als die vorhergehende 
schreibt, oder indem man die späteren Teilprodukte, sobald Platz 
wird, nicht unter, sondern neben die schon vorhandenen setzt. Z. B. 
en: die Multiplikation 
723.289126 
1446 
5784 
6507 
723 
1446 
4338 


209038098 
dann folgende Formen an: 


723:.289126 723:-289126 oder 723:289126 


647368 156 14 14461446 

480243 475743 97844338 
475743 480243 6507 
156 14 647368 723 


: 

E 

; 
209038098 209038098 209038098 4 
Hat der Multiplikator nur eine Ziffer, so wird das Produkt sofort | 
9 

| 


angeschrieben; auch beim Multiplikator 12 läßt sich noch so rechnen; 
wer das große Einmaleins kann, wird noch höher gehen dürfen. 

Als Zeichen der Multiplikation dient bei wissenschaftlichen Rech- 
nungen ziemlich ausschließlich der Punkt (-), da das liegende Kreuz (X) 
leicht mit & verwechselt wird. 


9 


49. Rechenvorteile beim Multiplizieren. Kommt die Ziffer 1 
im Multiplikator vor, so kann der Multiplikand gleich als ein Teil- 
produkt verwendet werden; ungezwungen allerdings nur, wenn Eins 


{ 
f 
E 
-ä 
3 
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die 2 oder die letzte Ziffer ist, weil sonst die Reihenfolge der 
Teilprodukte gestört wird. 

> Ist der Multiplikator 11, 111, 101, so braucht man gar keine 
y "eilprodukte anzuschreiben, sondern nur je zwei nebeneinander- 
stehende, je drei nebeneinanderstehende, je zwei durch eine Ziffer 
‚getrennte Ziffern zu addieren, wobei links und rechts Nullen angehängt 
zu denken sind, z. B. 

6189.11 = 68079 | 
9;9+8= 17 (7 angeschrieben); 1.1+8+1= 10 (0 an- 

E geschrieben); 1. 1+1+6=8. 6. 


‘ Läßt sich der Multiplikator-in Faktoren zerlegen, mit denen man 
bequem multiplizieren kann, so kann man diese Multiplikationen 
ge ausführen, z. B. kann man mit 24 multiplizieren, in- 
“dem man mit 6 und dann das Ergebnis noch mit 4 multipliziert usw. 
- Nicht immer sind einstellige Multiplikatoren durchaus vorzuziehen; 
80 z. B. ist die Multiplikation mit 81 bequemer als die zweimalige Multi- 
Plikation mit 9, die Multiplikation mit 21 bequemer als die Multiplika- 
gene mit 3 und mit 7. 


- Die Multiplikation mit 5, 25, 125,.... kann man durch eine Di- 
vision durch 2,4, 8,... und eine (worhergshende oder nachfolgende) 
Multiplikation mit 10, 100, 1000,.... ersetzen. Allgemeiner kann 
man überhaupt den Fe Faktor Bier Produkts durch eine Zahl 
dividieren, den andern mit derselben Zahl multiplizieren, z. B. 


i 36-15 - 7 -175-4-9:7- 63. 


vorhandenen als unmittelbar berechnen, auch wohl zwei oder mehrere 


j Manchmal kann man ein Teilprodukt bequemer aus einem schon 
Ziffern des Multiplikators in geeigneter Weise zusammenfassen. Z.B. 


682-2489 


S 2 Das zweite Teilprodukt ist das Doppelte des ersten, 
Tr 5 45 das dritte das Doppelte des zweiten, das vierte die 
9456 Summe aus dem dritten und dem Multiplikand. 


.42 
Ban Man bildet zuerst 519-7, dann das Sechsfache 


dieser Zahl, d. i. 519-42, und rückt dies um eine 
Stelle nach links ein, endlich fügt man 519 dazu 
und rückt um drei Stellen nach rechts ein. 


Das in älteren Werken manchmal angegebene Verfahren, das letzte 
Teilprodukt nicht anzuschreiben, sondern gleich in die Summe einzu- 
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zählen, kann nicht empfohlen werden, da dadurch das Nachrechnen sehr 
erschwert wird. Auszunehmen wäre nur etwa der Fall der Multiplikation 
mit 11, 12, 13,..., 19 und mit 21, 31,..., 91, wo jedesmal die Nachbar- 
ziffer mit addiert wird. = 


Zuweilen kann von der Formel 
(a+b)(a —b)= a? — 


nützlicher Gebrauch gemacht werden, namentlich beim rn 
wenn man eine größere Anzahl von Quadratzahlen auswendig weiß; i 


z.B. 7: 27= 17?-10- 289 —-100— 189, : 
27. 37—- .32— 5?—- 1024 — 25— 999, j 
98.104 — 101?— 3?= 10201 — 9—10192 oder | 

98 - 104 — 98 - 102 + 98: 2 = 100?— 2? + 196 — 10000 +192 

— 10192. | 


50. Zurückführung der Multiplikation auf Verdoppelungen und Halbierungen. 
Eine eigentümliche Anwendung des Grundsatzes, daß man von den Fak- 
toren eines Produkts einen mit einer Zahl multiplizieren, den anderen 
durch dieselbe Zahl dividieren darf, zeigt dıe folgende Multiplikations- 
methode (die nach M. Prackowo, Journal de math. ‘el&m., 4®me serie, 
tome 5 (1896), S. 23 bei den russischen Bauern im Gebrauch sein soll; 
vgl. etwa auch W. Anurens, Altes und Neues aus der Unterhaltungs- 
mathematik, Berlin 1918, S. 83): Man verdopple den einen Faktor und 
halbiere den anderen; entsteht dabei der Bruch 4, so wird er unter- 
drückt, aber dem anderen Faktor ein Zeichen, etwa ein Stern, beigefügt. 
Dieser Vorgang wird so oft wiederholt, bis der eine Faktor in 0 ver- 
wandelt ist; die Summe aller mit Sternen bezeichneten Zahlen ist das 
Produkt. Z.B. 


.132* 1056 + 528 + 132 + 66 — 1782. 


13 
6- 
3. 528* 54-33 = 1782. 
1 
0 


5l. Anwendung negativer Ziffern beim Multiplizieren. Läßt 
sich der Multiplikator durch Anwendung negativer Ziffern (23) ver- 
einfachen, so wird dadurch auch die Multiplikation erleichtert; z.B. 


68 : 398 — 68-402 — 68 (400 — 2) = 27200 — 136 —= 27064; 
26 : 9803 — 26 - 10203 — 260000 — 5200°+ 78 — 254878. 
Auch beide Faktoren können in dieser Weise zerlegt werden; z.B. 


997 : 280 — 1003 : 320 — (1000 — 3)(300 — 20) 
— 300000 — 20000 — 90 + 60 = 279160. 


F h 
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Eine zu weit gehende Mischung positiver und negativer Ziffern dürfte 
jeim Multiplizieren wegen der Möglichkeit von Vorzeichenfehlern nicht 
ızuraten sein. 


52. Anlegung einer Vielfachentabelle. Hat der Multiplikator 
‚sehr viele Stellen oder tritt eine Zahl sehr oft als Multiplikand auf, 
so kann es vorteilhaft sein, die Vielfachen des Multiplikanden bis 
zum Neunfachen (ausnahmsweise auch bis zum Neunundneunzig- 
'fachen) in eine Tabelle zu bringen, aus der man die Teilprodukte 
"dann nur zu entnehmen hat. Die Berechnung der Vielfachen ge- 
‚schieht bequem durch wiederholte Addition, am besten mit einem 
"Schiebzettel (15), auf den der Multiplikand geschrieben wird. 


Ein Beispiel liefern die Tabellen der Vielfachen der Umrechnungs- 
faktoren 23025... und 04343... zwischen gemeinen und natürlichen 
Logarithmen, wie man sie in den 'Logarithmentafeln findet. 

In vielen Werken sind die Vielfachen der Zahl x zusammengestellt, 
oft unter dem Namen Kreisumfänge. Die Produkte von x mit den 
“ Quadratzahlen erscheinen als en Greve I, II und Laranoe I 


enthalten auch die Vielfachen von — bis zum Neunundneunzigfachen, 


53. Anlegung einer abgekürzten Vielfachentabelle. Wenn 
‘sich die Anlegung einer solchen Tabelle nicht lohnt, so lehrt die in 
25 gegebene Darstellung aller Ziffern, daß auch eine Tabelle des 
_Einfachen, des Zweifachen und des Fünffachen (zu deren Herstellung 
es nur einer Verdoppelung und einer Halbierung bedarf) von Vorteil 
ist. Die Multiplikation 617 - 738 würde z. B. dann so aussehen: 


F 3085 

| 1234 
IR BI A617 1234 
2.617 = 1234 617 


3085 
617 = 5 
5 7 = 308 1934 


617 
455346 
Man vergleiche auch das Verfahren in 61. 


54. Vielfachentafeln. Es gibt auch gedruckte Zusammenstellungen 
der Vielfachen bis zum Neunfachen, die nach der in 52 gegebenen 
- Anweisung zu benutzen sind, so Crerue I, BRETSCHNEIDER |], 
 Esersky I. Der Multiplikand geht bei Crrrre bis 10°, bei BrEr- 
_ SCHNEIDER und bei Eserskr bis 10°. 


N Auch die in sehr vielen Zahlentafeln enthaltenen Tafeln der Pro- 
"portionalteile (136) sind nichts anderes als Vielfachentafeln und können 
als solche verwendet werden. 

E. 


& 
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a Neperiani oder virgulae Ber, die nach ihrem Er- ‘ 
finder John NEPER oder NAPIER, der auch aus der Geschichte der 


Die Nereeschen Rechenstäbehen sind löngliche Stäbchen 
aus Holz oder Pappe, die am Kopf eine Ziffer und darunter 
in 9 Fächern die ersten 9 Vielfachen dieser Ziffer enthalten. 
Beistehend ist das Stäbchen mit der Kopfziffer 8 abgebildet. 

Um die ersten Vielfachen einer Zahl, z. B. 61088, zu be- 
stimmen, wählt man Stäbchen mit den Kopfziffern 6, 1, 0,3 
8,8 aus und legt sie nebeneinander. Man hat dent 2 B 
im siebenten Fach folgendes Bild: 


ER RR RN 
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Von den Ziffern 4, 2, 0, 7, 0, 0, 5, 6, 5, 6 in diesem Fach haben’ 
außer der linken und der Fohlen Kandaifier immer zwei benachbarte‘ 
denselben Stellenwert. Zieht man diese zusammen, wodurch die 
Zehnerübertragung ausgeführt wird, so entsteht das Produkt: 

4207005656 


u m u er 


42.7.9316 
also 61088 - 7 = 427616. 
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Diese Zusammenziehung wird etwas erleichtert, wenn die Vielfachen 
auf den Stäbchen staffelförmig geschrieben sind, z. B. 


DEN 


56. Die reg/ettes multiplicatrices von Genaue und Lucas. Eine 
Verbesserung der Nererschen Rechenstäbchen sind die regleties mul- 
tiplicatrices von H. G£naILLe und E. Lucas; bei ihnen wird die 
Zehnerübertragung in eigenartiger Weise selbsttätig vorgenommen. 


679.8 = 5432. 


a 
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Sog 

Wie bei den Nrrerschen enthält jedes Stäbchen eine Kopf- 
ziffer und neun Fächer, die aber hier ungleich groß sind. 

- Ist die Kopfziffer etwa a, so enthält das b-te Fach das Pro- 
dukt ab in der Weise, daß die Einerziffer von ab und die b—1 


wird) untereinandergeschrieben und links davon ein Dreieck 
gezeichnet ist, das mit der Grundlinie an. diesen Ziffern anliegt 
und mit der Spitze um so viele Stufen tiefer führt, als ab 
Zehner aufweist. Das Dreieck umfaßt das ganze Fach, nur 
wenn ein Übergang von 9 zu O0 vorkommt, so reicht es nur 
is 9 und die Ziffern 0, 1... erhalten ein zweites Dreieck, 
as noch um eine Stufe tiefer führt. Die Abbildung rechts 
igt das Stäbchen mit der Kopfziffer 6. 
- Multipliziert man eine Zahl mit der einziffrigen Zahl b, so 
sind bei jedem Schritt höchstens d—1 Zehner zu übertragen. 


2 99H = 10b —-b= 10 —1)+(10 —b) 
“ ; 
3 7 2 b — 1 Zehner und selbst bei den fol- 
genden Schritten kommen nie mehr als 
Ann vw Yu MANN b 


— 1 Zehner: zustande, weil 


c 9+5—- 1-10 —1)+9. 
8) 


Um die ersten neun Vielfachen einer 
Zahl, z.B. 3729 zu bestimmen, lege man 
\ Stäbchen mit den Kopfziffern 3, 7, 2, 9 
ebeneinander und links vor das erste noch ein Abschlußstäbchen, 
as dieselben Ziffern wie ein Stäbchen mit der Kopfziffer O, aber 
tt der Dreiecke die Nummern der Fächer enthält. Man erhält nun 
jedes Vielfache, indem man in dem betreffenden Fach bei der obersten 
Zifter des letzten Stäbchens rechts anfangend immer den Dreiecken 
nach die Ziffern aus den Stäbchen -abliest. Die Abbildung links zeigt 
2. B. das 7. Fach; man liest ab: 


7.3729 = 26103. 


Die Rechenstäbcehen und die reglettes multiplicatrices sind im Handel 
hältlich, können aber auch von jedermann mit geringer Mühe selbst 
aergestellt werden und sind ein vortrefflicher Ersatz für die Vielfachen- 
iafeln. Hat man z. B. drei Serien von je 10 Stäbchen (und ein Abschluß- 
stäbchen) zur Verfügung, so kann man die Vielfachen aller vierstelligen 
ahlen (mit Ausnahme der 9 Zahlen 1111, 2222..., 9999) und noch einer 
r großen Menge weiterer Zahlen damit bestimmen. 


57. Produkttafeln. Zur Erleichterung der Multiplikation hat 
an auch Tafeln berechnet, bei denen beide Faktoren bis zu mehreren 
tellen gehen. Sie stellen gewissermaßen ein großes Einmaleins dar 


ScurutTKA, Zahlenrechnen 4 
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und werden Produkttafeln, Multiplikationstafeln, auch wohl 
Pythagoreische Tafeln Senanne E 

Die wichtigsten Produkttafeln, sind Orzrre V, H. ZımmERMAnN 
Carıo-Scnmivr I, Perers I (in Format und Ausstattung der Tafel 
CrRELLE V angeglichen), WEISKIRCHER ]. A 

Sonst seien noch genannt Erst I, Kürrmann I, L. Zımmermann 
I, II, Tafeln, die die Produkte nur mit gewissen Nebenrechnungen 
hats. 

Die Tafeln von CRELLE und von KEN, reichen bis 10°- 108, 
die von H. Zimmermann und von WEISKIRCHER bis 10?- 10°, die von 
Prrers bis 10°: 10%. Um Ziffern und Raum zu sparen, sind in ver- 
schiedener Weise Anfangs- oder Endziffern, die mehreren Produkten 
gemeinsam sind, abgetrennt und nur einmal angeführt (9). Bei der Tafel 
von CARIO und ScHmipr ist außerdem der Gedanke verwertet, daß 
von zwei Produkten, die durch Vertauschung der Faktoren ineinander 
übergehen, wegen des kommutativen Gesetzes der Multiplikation nur 
eines aufgenommen zu werden braucht. Der Umfang der Tafel 
wird dadurch (nahezu) auf die Hälfte vermindert, aber die Vielfachel 
einer Zahl vom Einfachen bis zum 999fachen sind infolgedessen 
mehr oder minder stark über die Tafel verstreut, was manchmal un- 
bequem ist. ’ 

Namentlich beim Dividieren (82) wird dieser Übelstand sehr fühlbar. 

Die günstigste Anordnung haben die Tafeln von ÜRELLE und von 
Prrters. Jene enthält für jede Zahl unter 1000 alle Vielfachen bis 
zum 999fachen auf einer halben Folioseite, diese für jede Zahl unter 
10000 alle Vielfachen bis zum 99fachen in einer Spalte. 3 


58. Anwendung der Produktiafeln bei größeren Multipiika- 
tionen. Um solche Produkttafeln zur Erleichterung von Multiplika- 
tionen vielstelliger Zahlen zu benutzen, zerlegt man die Faktoren in 
Gruppen von 2, 3, 4 Ziffern (je nach der Tafel), entnimmt die Teil- 
produkte der Tafel und addiert ‘sie schließlich unter gehöriger Be- 
rücksichtigung des Stellenwertes.- Bei Verwendung der Tafeln, die 
bis 1000 - 1000 gehen, sind z. B. beide Faktoren, am besten rechts 
beginnend, in Gruppen von je drei Ziffern zu zerlegen (man rechnet 
gewissermaßen im Zahlensystem mit der Grundzahl 1000). Will man 


etwa das Produkt 93076422 :639205 918 : 
berechnen, so zerlege man so: | 

93|076]422 - 639]205|918 i 
und entnehme aus der Tafel die Produkte 
23-639 = 14697 76 - 639 = 48564 422-639 = 269 658. 


23-205 = 4715 76-205 = 15580 422.205= 86510. 
23-918 = 21114 76 : 918 = 69768 422.918 — 387396; 


u 
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ese schreibe man zusammen und addiere: 


0514697 oder etwas sparsamer angeordnet: 
| 4715 
2 21114 
£: 48564 14697269658 
> 15580 4715 86510 
E 69768 21114387396 
F 269658 48564 
Me 86510 15580 
E. 387396 69768 
- ..14750585508665396 14750585508665396, 


so hat man das vollständige Produkt. 

59. Symmetrische Multiplikation. Beim gewöhnlichen Multi- 
olikationsverfahren werden die Produkte der einzelnen Ziffern der 
deiden Faktoren so angeordnet, daß immer eine Ziffer des Multipli- 
zators vollständig erledigt wird. Nimmt man dagegen immer.alle 
jölchen Ziffernprodukte, die denselben Stellenwert haben, nacheinander 
zor, so entsteht ein andres Multiplikationsverfahren, das die geord- 
tete Multiplikation (oder methodische Multiplikation) ge- 
ıannt wird. Es führt auch den Namen symmetrische Multipli- 
fation, weil dabei der Unterschied zwischen Multiplikand und 
dultiplikator entfällt. 


Die symmetrische Multiplikation ist schon den Indern als blitz- 
yildende (vajräbhyäsa) bekannt gewesen (s. auch 60). 
Hat man z. B. das Produkt 974 . 689 zu bilden, so erhält man: 


nd 


BR Einer 4.9 = 36 
Zehner 4-8+7:9= 95 

u Hunderter 46+7:-8+9:.9= 161 

I Tausender 7.6. -6°9.. 8114 

D- Zehntausender 9.6= 54, 

Diese Teile schreibe man, am besten staffelförmig (48), an und 

ddiere: = 

B 44156 

i 516983 

ı 2 11 

5 671086. 


Zur Erleichterung dieser Operationen kann man sich der folgenden 
triche bedienen, die man entweder wirklich oder nur in Gedanken 
nzeichnet: . 

ä BE 


EN RE a TE Re A ET a eh 
ER 7 ” vn Br Rn < 

% N NIE 

x 
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9TA0.. 974 2 07 2 Am Ol 3 
BEE X | 

689 689 689 689 689. 
Die sich dabei bildenden Kreuze haben diesem Multiplikationsver 
fahren auch den Namen Multiplikation übers Kreuz (sprachlic 
falsch: kreuzweise Multiplikation) eingetragen. | 
Weit bequemer ist es aber, nach Fourıer I, 8.190 den einen 
‚Faktor mit verkehrter Anordnung der Ziffern auf einen Streifen 
Papier (Schiebzettel, 15) zu schreiben; diesen Streifen hält man zu- 
nächst über das Schreibblatt, daß Einer über Einer kommen, dann 
schiebt man ihn immer um eine Stelle nach links und bildet in jeder 
dieser Stellungen die Summe der Produkte je zweier übereinander- 


stehender Ziffern: | En 
275 ea 2a Aa er ; 

689 689 689 689 689 3 

36 95 161 114 54 3 

, Ei 

usw. wie vorhin. i 
Man achte hier darauf, daß man sonst übereinanderstehende Ziffern 


BE 


nur zu addieren oder zu subtrahieren gewohnt ist. 


er 


Wer zweistellige Zahlen im Kopf addieren kann, kann auf dies 
Weise das Produkt von rechts nach links Ziffer für Ziffer bilden, 
ohne irgendein Zwischenergebnis anzuschreiben. r 


Die in 49 angeführten Regeln für die Multiplikation mit 11, 111, 101 
können als Anwendung der symmetrischen Multiplikation angesehen 
werden. 


2 
60. Cie indische Netzmethode. Der symmetrischen Multiplikation nah 
steht die Netzmethode der Inder. Denkt man sich die Produkte de 
Multiplikanden mit den einzelnen Ziffern des Multiplikators, wie es be 
den Nererschen Rechenstäbchen (55) beschrieben ist, gebildet und unter 
einandergesetzt, so kann man das Produkt durch Summierung längs 
der schiefen Reihen bilden. Die Aufgabe 974.689 aus 59 bietet z. B 
folgendes Bild: 


Bl 


e 


e 


2 


8 \ Multiplikator 


Produkt 
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| g Die RR würde sich bei Verwendung negativer Ziffern emp- 
fehlen, z. B. 974 — 1034, 689 — 1311: 


SI Ss 


or.’ 
.* 
. 


ee RE 
.*’ .”. 


u] 


an 
2 re kei nee 
. .’ 


1331114 — 671086 Produkt. 


61. Darstellung eines Faktors mit den Ziffern.l, 2, 5. Wird 
iner der beiden Faktoren nach 24 in der Form 


A+2B+20+5D 


| Be zestell, wo A, B, C, D keine anderen Ziffern als O und 1 ent- 
"halten, so sind die Produkte des anderen Faktors mit den Zahlen A, 
B, C, D zu bilden und diese Produkte in derselben Weise zusammen- 
| was auf Verdoppelungen, Halbierungen und Additionen 
(hinauskommt. Die Multiplikation mit einem Faktor, der nur die 
Ziffern O und 1 enthält, ist sehr bequem nach der symmetrischen 
"Multiplikation (mit dem Papierstreifen, 99) auszuführen und besteht 
dann aus bloßen Additionen. 

- Bei dieser Art zu rechnen kommen also außer Verdoppelungen 
und Halbierungen nur Additionen vor. 


=7DB:689 55-111 +2:11 2 3:14E 1-00. 
974-111 =108114 108114 : 5 = 540570. 


974- 11= 10714 10714-2= 21428 
974: - 1= 974 974-2= 1948 
974: 10= 9740 107140 -1 = 107140 

671086. 


- Das in 53 beschriebene Bee Nee ist dem hier angegebenen 
E 


62. Tafeln der Viertelquadrate. Schon i in 49 ist auf die Ver- 
Fe der Formel (a + b)(a — b) = a?— b? für Multiplikations- 
(aufgaben hingewiesen worden. Will man diesen Gedanken auf ein 
beliebiges Produkt xy anwenden, so hat man a und b so zu be- 


stimmen, daß 
L a+b=2, a-sb=y 


d, also 


Ada = 


RUE TITY 
92 , 
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zu setzen. Man kommt also zu der Formel 
1 > 4 | 
= at M- 4a 


man sieht, daß es für die Anwendung am günstigsten ist, für jedes 
Argument den vierten Teil des Quadrats verzeichnet zu haben. Dieser, 
Erwägung verdanken die Tafeln der Viertelquadrate ihre Ent- 
stehung. 3 

Die beste Tafel dieser Art ist BrLater I. Sie gibt die Viertel- 
quadrate aller Zahlen bis 200000, wobei durch geeignete Zerlegung 
der Argumente und der Fonktionswerte eine sehr große Ersparnis 
an Raum erreicht ist (vgl. 9). Mit dieser Tafel kann man also 
durch zweimaliges Eingehen und eine Subtraktion das Produkt 
zweier Zahlen, deren Summe kleiner als 200000 ist, also insbesondere 
das Produkt irgend zweier fünfstelliger Zahlen, besikanen 

Für ein ungerades Argumentta = 2n +1 ist in der Brarenschen 
Tafel beim Viertelquadrat 


BEE AÄEN ID Fue us A 
Re a Een 


ff 


der Bruch . jedesmal weggelassen. Da Summe und Differenz zweier. 
ganzer Zahlen x und y stets beide gerade oder beide ungerade sind, 
so hebt sich dieser Bruch - beim Subtrahieren heraus und man 


braucht darauf bei der Bentitzung als Multiplikationstafel keine 
Rücksicht zu nehmen. 3 
Ist z. B. 62436 - 114207 zu berechnen, so bilde man i 


114207 +62436 = 176643 und 114207 — 62436 = 51771 


und gehe mit diesen beiden Zahlen in die Tafel ein; man findet, 
7800687362 und 670059110; der Unterschied dieser beiden Zahlen 
Kr 


7800687362 \ 
670059110 ; 
7130628252 ; 

1 i 


ist das gesuchte Produkt. 
Eine kleinere Tafel dieser Art ist Bosko I. Sie reicht bis 20 0005, 
sonst ist, sie ähnlich eingerichtet wie die von BLATer, nur noch‘ 
etwas gedrängter als diese, indem noch benützt ist, daß die Viertel-' 
quadrate zweier Zahlen, die sich auf 20000 ergänzen, in den letzten, 
vier Ziffern übereinstimmen. 


63. Andere Multiplikationstafeln mit einfachem Eingang. Das 
Eigentümliche an dem Hilfsmittel der Viertelquadrate ist, daß zur. 
Bestimmung des Produkts zweier Faktoren, also einer Funktion von 


| 
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- 


wei Veränderlichen, eine Tafel einer Funktion einer einzigen Ver- 
derlichen verwendet wird. 

Es gibt noch andere derartige Mittel zur Ausführung der Multi- 
kation, die durch die Formeln 


j 


f y-zl.+ WR y, 
; 2y = 4) + 49-1) — 4a y) 
x = A —-1)+ Ay) —- Aa —y—1), 
& A(n) = er), der Dreieckszahl ER n ist, 


angegeben werden. Um alle Multiplikationen bis n - n ausführen zu 
können, bedarf man für die erste Formel der halben Quadrate bis 


n (2n)?, für die beiden andern der Dreieckszahlen bis A(n). Größere 


Tafeln dieser Art gibt es keine. Alle drei Formeln erfordern übrigens 
ein dreimaliges Eingehen in die Tafel und stehen schon dadurch den 
Viertelquadratformeln nach. Nur wenn man die Quadrate von x und 
y schon kennt oder ohnedies braucht (z. B. bei der Methode der 
kleinsten Quadrate), so kommt die erste Formel in der Gestalt 


Be 1 
5 = [l@+ WW’ =” - y’] 


E Auch die Logarithmentafeln sind als eine Multiplikationstafel mit ein- 
fachem Eingang anzusehen (vgl. 127). 
Ferner könnte man, auf die Formel 


k c08 9 0009 =. 008 (P— 9) + 008 (P —Y) 


get, eine Tafel der Kosinus als eine Multiplikationstafel mit ein- 
ächem Eingang verwenden. Diese Anwendung ist vor der Erfindung 
der Logarithmen tatsächlich gemacht worden; man nannte dies die 
prosthaphäretische Methode. 

- Über Formeln ähnlicher Art für mehr als zwei Faktoren sehe man 
Enzyklopädie I, S. 947, Anm. *), Encyelopedie I, 8. 218, Anm. °”). 


- 64. Komplementäre Multiplikation. Das Produkt zweier Zahlen 
x, y läßt sich (nach Caucar I) zuweilen auf folgende Art am be- 
quemsten bestimmen: man bilde die Summe x + y, zerlege sie auf 
andere Art in zwei Summanden «’, y' 


A cty=a+ty), 

deren Produkt sich leicht bilden läßt und rechne nun nach einer der 
Formeln xy ‚22 X y er (x + x) (y ER x) 
ıy=-ay+@—-yY)y—Y). 


DREH RE Sn An a U NLESTABTE ZELDA a SEI 5 eh IE EN a aa eh ir ao, 
j . wg? Ve ae Tee 
23 u i TR 
- * y “ u‘ 
eg ae & x Ra 


46 SB Malkolkaben 18, 65, oe 


Dieser Vorgang wird komplementäre Multiplikation genannt, 
Man hat z, B., weil 47 + 73 = 120 = 50 + 70 ist, ee: | 


47.73 — 50: 70. + (47 — 50) (73 — 50)— 3500 — 3: 23-3451. 


Häufig angewendete Spezialfälle sind: 
sen t,y=m+ß; «=2m y=a+Bß, | 3 
daher (m + «)(m + PB) = 2m(a + PB) + (m — a) (m — Pß) \ 


für m—=5; 0, ß=0,1;2,3,4, für m 10; ,ß=0,1,2%,..,® 
und für m = 50; 0, ß=0,1,2, 3. ,49. z.B - 4 


77:86 = 100 - (27 +36) + 23 - 14 — 6300 + 322 = 6622. 


Hat man eine Produkttafel bis 1000 - 1000 zur EB so. 
käme auch noch der Fall m = 1000; % ß=0,1, 2, 999 in. 
Betracht. ; 


Der Fall m = 5 führt nicht über das kleine Einmaleins hinaus, kommt, | 
also wohl für einen wissenschaftlichen Rechner nicht in Betracht; da- 
gegen findet dieser Rechenvorgang in manchen Gegenden im Volke An- 
wendung und zwar werden die Hände zu Hilfe genommen. Ist z.B.7:% 
zu rechnen, so werden an der einen Hand 7 oe an der andern 
9—5==4 Finger ausgestreckt, die andern 3 und 1 Finger eingeschlagen; 
die Anzahl 6 der ausgestreckten Finger gibt die Zehner, das Produkt 
3-1=3 der Anzahlen der eingeschlagenen die Einer des er 
Produkts. 


65. Proben für die Multiplikation. Als Proben für die Multi 
plikation dienen die Vertauschung von Multiplikand und Multiplikator 
oder die Multiplikation nach einer andern Methode. 

Über Restproben siehe 97. : 


66. Fehlerforfpflanzung bei der Multiplikation na 
Zahlen. Hat man zwei Zahlen a, db zu multiplizieren, die durch, 
Näherungswerte a,, d, mit Fehlern «, $ dargestellt sind: 


RE RTTETN 


ee 
so zeigt die Formel j 


ab = ab, — ab, -— Bay + ap, 


daß der absolute Fehler, den man begeht, indem man God | als Nähe- E 
rungswert für das Produkt ab nimmt, gleich 


ab, + Pa, — aß j 


ist. Der relative Fehler ergibt sich daraus, indem man durch ade 
(statt durch ab, 28) dividiert, zu £ 


N > 
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- Nun ist beim praktischen Rechnen « stets klein gegen a,, ß klein 
gen b,. Man kann daher in den beiden Ausdrücken je das dritte 
lied unterdrücken und den absoluten Fehler gleich 


ab, + Pay, 
& ß 


‚den relativen gleich he 
a, b, 
setzen. Die letzte Formel läßt sich besonders leicht in Worte fassen: 
Der relative Fehler eines Produkts ist gleich der Summe 
der relativen Fehler der Faktoren. Der Satz gilt, wie sofort 
zu sehen, auch für Produkte von mehr als zwei Faktoren. | 
- Ist einer der beiden Faktoren genau, so hat das Produkt denselben 
‚relativen Fehler wie der andere Faktor. 
Ä Sind daher Schranken für die relativen Fehler der Faktoren be- 
kannt, so liefert deren Summe Schranken für den relativen Fehler 
‚des Produkts. Insbesondere ist die Summe der Schranken für die 
absoluten Beträge der relativen Fehler der Faktoren eine Schranke 
" für den absoluten Betrag des relativen Fehlers des Produkts. Braucht 
“man Schranken für den absoluten Fehler, so hat man mit dem Pro- 
dukt zu multiplizieren. 


67. Rechenmethoden für die Multiplikation ungenauer Zahlen. 
gDa nach dem in 5 Gesagten die Multiplikation der beiden Faktoren, 
- wenn diese nur Näherungswerte sind, nur mit beschränkter Genauig- 
keit auszuführen ist, so wird man die Ziffernprodukte von geringerem 
Stellenwert gar nicht erst berechnen. Hierzu eignet sich besonders 
das Verfahren der symmetrischen Multiplikation (99), weil bei dieser 
die Ziffernprodukte ohnedies nach dem Stellenwert geordnet sind. 
Man hat genau zu rechnen wie sonst, nur daß man die Rechnung 
- früher abbricht. 

Indessen kann man auch die gewöhnliche Multiplikationsmethode 

- anwenden und hier die überflüssigen Ziffernprodukte unterdrücken. 
\ Man pflegt den Multiplikator mit verkehrter Ordnung der Ziffern 
f unter den Multiplikator zu schreiben und zwar so, daß die Einer 
unter die Ziffer jenes Stellenwerts kommen, den man im Produkt 
noch erzielen will; dann beginnt man beim Bilden der Teilprodukte 
- jedesmal mit der über der Multiplikatorziffer stehenden Ziffer des 
- Multiplikands (von der nächsten kann man noch Korrektur nehmen). 
Dieses Verfahren wird abgekürzte Multiplikation genannt. 


noch bestimmt, um von ihnen Korrektur zu nehmen, sie zu einer Summe 
Zusammenzufassen, d.h. also die Rechnung auf eine Stelle mehr durch- 
zuführen; denn die Korrekturfehler können im ungünstigen Falle alle 


"Es ist vorteilhafter, wenn man schon die nächsten Ziffernprodukte 
: zum großen Teil im gleichen Sinne wirken und dadurch den Fehler 
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vergrößern. Die symmetrische Multiplikation hat den Vorzug, daß man 4 


sich die Entscheidung über die Stellenzahl bis zuletzt vorbehalten kann. 3 


Betrifft der Gewinn durch die abgekürzte Rechnung nur wenige 
Ziffernprodukte, so kann man wohl auch darauf verzichten und das 
‚Produkt genau rechnen, um sich die Abschätzung des Rechnungsfehlers 


(68) ganz zu ersparen. 


68. Abschätzung des Rechnungsfehlers beim abgekürzten 


Multiplizieren. Um den Einfluß der bei einer der beiden Methoden 


in 67 unterdrückten Teilprodukte abzuschätzen, denke man sich die 
Faktoren in der Form 


„10 + a, 1014... 
a Rad 2 Ra Le 


angesetzt; hierbei ist für die Ziffern «a und d, die nicht mehr vor- 


kommen, Null zu nehmen. Sollen die Ziffernprodukte bis zum Rang ; 


10* berücksichtigt werden, so betragen die weggelassenen Glieder 
(0,d,_.-1 7 An_1d;—n ee ze G;n10m)100 22 
+ RER 3 Be ba. Er "in %_ md) 10*-2 + 


Um eine bequeme Formel zu haben, ersetze man alle Ziffern b 
durch ihren höchsten Wert 9: 


Kata a0 ORTE 
Tr I(a, o% 9-1 ae en Gm )10 be = 


die Ausdrücke in den Klammern sind höchstens gleich der Ziffern- 
summe des Faktors a, die etwa z genannt werden möge; dies gibt 
die Abschätzung 


+1 9 tt)< 


<92:10. 2 2: 10, 


Der Rechnungsfehler ist also negativ und beträgt höch- 


stens so viele Einheiten der letzten beibehaltenen Stelle 
als die Ziffernsumme eines Faktors beträgt. Offenbar wird 
man die kleinere der beiden Ziffernsummen für die Abschätzung nehmen. 


Nimmt man von der nächsten Stelle noch Korrektur (bei der abge- 
kürzten Multiplikation), so sind noch die nächstniedrigeren Ziffern- 
produkte berücksichtigt, dagegen kommt für jedes Teilprodukt ein Ab- 
kürzungsfehler hinzu. Also beträgt der Rechnungsfehler so viele Ein- 
heiten der letzten beibehaltenen Stelle als der zehnte Teil der Ziffern- 
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umme eines Faktors und die halbe Anzahl der Teilprodukte zusammen 
usmachen. 


Die Abschätzung läßt sich nach Caucny II, S. 444 verschärfen, indem 
an erstens die Ziffern b statt durch 9 durch die höchste tatsächlich 
orkommende Ziffer ersetzt und zweitens statt z nur die Summe so vieler 
‚der höchsten Ziffern « nimmt, als es Ziffern b gibt. Die Begründung 
hiefür ist ohne weiteres zu finden. 


7 


69. Beispiele für die Multiplikation ungenauer Zahlen. Um 
zcy5 auf drei Dezimalstellen genau zu erhalten, hat man dafür zu 
sorgen, daß der absolute Betrag des absoluten Fehlers 0°0005 nicht 
erreicht. Man versuche zunächst die Faktoren auf vier Dezimalstellen 
anzunehmen: x — 3'1416, Y5 = 2'2361. Der Formelfehler ist ab- 
I solut genommen 


FISCHE 


. < 31416-000005 + 22361 - 000005 = 5'3777:0'00005 <0'00027. 


Also darf der Rechnungsfehler nicht ‘über 0'00023 betragen. Die 

Ziffernsummen der Faktoren sind 15 und 14, also wäre die Schranke 
für den Rechnungsfehler bei vierstelliger Rechnung 0'0014, was zu 
groß ist, bei fünfstelliger 0'00014. Der Gesamtfehler liegt daher 
- zwischen 


5 — 0:00027 — 0:00014 = — 0:00041 und + 0'00027. 
E Die Rechnung ergibt (mit staffelförmiger Schreibweise, 48, 59) 
; 31416 


; 223617 
N 689150 
& 1334 

f 702490. 


Die Schranken für mY5 sind demnach 
-7:02490 — 0'00027 = 702463 und 702490 + 000041 = 702531 
und man erhält auf drei Stellen genau 
zV5 = 7025. 


Selten kommt man aber beim Abkürzen so glatt zum Ziel. Man 


- wiederhole die ganzen Erwägungen für zY3. Der Formelfehler ist 
- absolut genommen 


<31416 -0:00005 + 1'7321-0°00005 = 4'8737:0'00005 <0'00024. 


; 


erh EEE WERT ER PR SDR N SPAN TEREER BEN nie Dreh De Ha Se 
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Die Ziffernsummen der Faktoren sind wieder 15 und 14, der Rech 
nungsfehler also ebenso groß wie vorhin, der Gesamtfehler zwischen 


= 


— 0'00024 — 0:00014 = — 0'00038 und + 0'00024. : 
Die Rechnung ergibt 31416 
17321 
320804 
22335 


| 544154 Ä 2 
und als Schranken 


944154 — 0'00024 = 544134 und 544154 + 000038 = 544192, i 


die dritte Stelle ist nicht sicher. Die Multiplikation auf mehr Stellen , 
auszuführen, beseitigt die Unsicherheit nicht, vielmehr muß die 
Schranke 0'00024 herabgemindert werden. Nimm man die Faktoren 


auf fünf Dezimalstellen x = 3'14159, V3 = = 173205, so wird die 
Schranke für den Formelfehler 4: 87 364 - 0:000005 < 0000025, 
die Ziffernsummen 23 und 18, die Schranken für den Bechnungs- 3 
fehler 0'00018 oder 0:000018, je nachdem auf fünf oder sechs - 
Stellen gerechnet wird; die zweite Annahme gibt für den Gesamt- 

fehler die Schranken 


ER TUANE 


— 0°:000025 — 0°000018 = — 0'000043 und + 0'000025. 
Die Multiplikation lautet 314199: 
173205 
3208605 
223278 
5441385; 


als Schranken für das Produkt ergeben sich 


5441385 — 0000025 — 5'441360 und 5441385 + 0000043 
— 5:441428, 


Pe 
ee 


also ist der auf drei Dezimalstellen genaue Wert 5441. 
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| r 6. Hechönhiaschinen und ihre Anwendung beim 
Multiplizieren. 


- 70. Rechenmaschinen für die Multiplikation. Eine sehr große 
Hilfe beim Multiplizieren vielstelliger Zahlen sind die Multiplizier- 
“maschinen oder, wie sie gewöhnlich genannt werden, Rechen- - 
"maschinen (obwohl dieser Name eigentlich auch die Addier- 
maschinen (45) einschließt). 
Während die erste Idee einer solchen Maschine schon auf G. W. 
- Lersxız (1671) zurückgeht, haben sie erst in neuerer Zeit allge- 
‚meinere Verbreitung gefunden. 
- Die innere Einrichtung der Rechenmaschinen ist recht verschieden- 
artig, in der Anwendung dagegen sind die Unterschiede ziemlich 
"gering. Alle gestatten, eine mehr- (sechs-, acht-, zehn-) ziffrige Zahl 
"mit einer einziffrigen zu multiplizieren und das Ergebnis an ver- 
schiedenen Stellen zu einer bereits eingestellten Zahl zu addieren 
oder davon zu subtrahieren. Bei den meisten Maschinen (die auch 
_ Additionsmaschinen, aber in anderem Sinne als in 45, oder er- 
weiterte Aaditionsmaschinen genannt werden) geschieht dies 
durch mehrmalige Addition, also durch ebenso viele Handgriffe 
- (Kurbeldrehungen), als der Multiplikator beträgt; bei einigen (die 
eigentliche Multiplikationsmaschinen genannt werden) durch 
eine einzige Kurbeldrehung. Zur ersten Art gehören die Maschinen 
_ von W. T. Ovuner (im Handel als „Brunsviga“) und von Cn. X. 
 Tuomas („Arithmometer“), zur zweiten dieMaschine von E. SeLuımna 
“und die Maschine von O. Steiger und H. W. Ecrı („Millionär“). 
-  Umein Produkt, etwa 2376 - 4019, zu bilden, stelle man 2376 
ein, bilde die Produkte 2376 - 9, 2376 - 1 und 2376 - 4 und addiere 
" sie an der nullten, ersten und dritten Stelle. 


Genaueres über die innere Einrichtung der Rechenmaschinen enthält: 
Encyclopedie I, S. 247—265, Enzyklopädie I, S. 964—975, Gate J, 
 Hoecxex I, Katalog I, IL, Lenz I, p’Ocaane II, v1, ReuLeaux IT, Sruumg I. 


E 
i Am wertvollsten sind die Rechenmaschinen bei der Berechnung 
E von Ausdrücken von der Form 

F 

- 


VERLIE 


yteytey +. 


_ weil diese gebildet werden können, ohne 1aß ein Zwischenergebnis 
angeschrieben wird. Aus diesem Grunde gibt man oft, wenn man 
{ eine Rechenmaschine zur Verfügung hat, unter mehreren theoretisch 
- gleich brauchbaren Formeln derjenigen den Vorzug, die diese Gestalt 

- besitzt. 
Die Überlegenheit der Rechenmaschinen macht sich im allgemeinen 


nur bei vielstelligen Zahlen recht geltend. Nur ausnahmsweise kann 


bh ie En 
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man gewisse Ketten von Rechnungen mit kleineren Zahlen vorteilhaft 
mit der Maschine ausführen. | 
Einige Hinweise auf derlei Fälle enthält Scazurza Y, Val 


71. Äußere Einrichtung der Rechenmaschinen. Alle Maschinen. 
zum Multiplizieren enthalten folgende drei Hauptbestandteile: das 
Schaltwerk oder Einstellwerk, das Hauptzählwerk (Zähl- 
werk) und das Nebenzählwerk (auch Quotient, vgl. 92, oder 
Drehwerk). Schaltwerk und Hauptzählwerk können gegeneinander 
verlegt werden; das Nebenzählwerk ist mit dem Hauptzählwerk fest 
verbunden. Der Multiplikand wird im Schaltwerk eingestellt, das 
Produkt erscheint im Hauptzählwerk, das Nebenzählwerk verzeichnet 
die Additionen an den verschiedenen- Stellen, in ihm muß sich also 
der Multiplikator bilden. 

Haupt- und Nebenzählwerk werden für gewöhnlich durch die 
Kurbeldrehung bewegt, es lassen sich aber alle ihre Stellen auch be- 
liebig, „von Hand“, verstellen. : 

Soll die im Schaltwerk eingestellte Zahl nicht addiert, sondern 
subtrahiert werden, so hat man bei manchen Maschinen einen Hebel 
umzustellen, bei anderen die Kurbel in entgegengesetzter Richtung - 
zu drehen. 


72. Besondere Vorrichtungen. So gut wie alle heutigen Rechen- 
maschinen haben einen Auslöscher (auch Klarstellvorrichtung 
genannt), d.h. eine Vorrichtung, die es ermöglicht, alle Ziffern des 
Hauptzählwerks durch einen Handgriff auf Null („klar“) zu stellen. 
Auch für das Nebenzählwerk gibt es fast immer eine Auslöschvor- 
richtung. 

Viele Maschinen sind mit einer Warnungsglocke versehen, die 
durch Ertönen anzeigt, daß die Operation, die eben vorgenommen 
wird, aus dem Rahmen der regelmäßigen Tätigkeit der Maschine 
heraustritt; der Rechner hat dann entweder den letzten Schritt 
rückgängig zu machen oder den Fehler, der entstanden ist, von Hand 
zu verbessern oder sonst zu berücksichtigen. Bei anderen Maschinen 
tritt in diesem Fall eine Sperrvorrichtung in Funktion, so daß der 
Rechner veranlaßt wird, haltzumachen oder die Einstellung ent- _ 
sprechend zu ändern. 

Manche Maschinen haben ein doppeltes Hauptzählwerk; wenn 
man bei der Berechnung eines Ausdrucks y+ a yY tx’ y’+... 
das eine nach jeder Multiplikation auslöscht, so lernt man nicht nur 
das Endergebnis, sondern auch dessen einzelne Bestandteile kennen. 

Es gibt Maschinen, die mit einem Druckwerk ausgestattet sind, 
das alle eingestellten Zahlen und alle Rechenergebnisse verzeichnet; 
für die Nachprüfung der Rechnungen ein schätzenswerter Vorteil. 


Zwischen den Ziffern der beiden Zählwerke haben viele Maschinen 
‚öchgr, in die Stifte eingesetzt werden können, um Dezimalpunkte, 
ruppeneinteilungen der Ziffern und dergleichen ersichtlich zu 
machen; in anderen Fällen hat man zu demselben Zweck Zeiger, 
“die längs eines Lineals verschiebbar sind. 
Endlich finden sich zuweilen Rechenmaschinen, die mit einem 
mechanischen Antrieb versehen sind. 


73. Vorteile beim Multiplizieren mit der Rechenmaschine. 
"Um bei den Additionsmaschinen (70) die Anzahl der Kurbel- 
 drehungen zu vermindern, wird man die Zahl mit der geringeren 
- Ziffernsumme als Multiplikator wählen; bei den Multiplikations- 
"maschinen dagegen wird man die Entscheidung nach der Anzahl der 
Ziffern treffen. 
- Bei den Additionsmaschinen kann man außerdem den Maultiplikator, 
wie in 23 auseinandergesetzt, mit negativen Ziffern darstellen und 
"so meist mit noch weniger Kurbeldrehungen auslangen. 

Kommt ein Faktor in vielen Produkten vor, so wird man 
ihn offenbar als Multiplikand wählen, also ins Schaltwerk bringen. 
"Dabei wird man oft an Kusbeldrehungen Sparen, wenn man nicht 
„ Enach jeder Multiplikation auslöscht, sondern einen Multiplikator in 

“den andern zu verwandeln trachtet, zu welchem Zwecke man noch 
Bieren Reihenfolge und deren ler wert geeignet abändern kann. 
Hat man z. B. eine Zahl « mit 368, 4729, 28501, 31622 zu multi- 


‚plizieren, so kann man etwa zuerst a - 28501 = a - 31501 bilden, 
"dann a - 3121 hinzufügen, was a - 32422 =a- 31622 liefert, dann 
a: 14222 addieren, wodurch a- 43200 = a : 36800 = 100 :a- 368 


- entsteht, endlich noch um a - 10510 vermehren, was q@- 53310 
-—=a:.47290 =10-.«:4729 ergibt. Man hat also im ganzen 35 


" Kurbeldrehungen ausgeführt, während die Faktoren 368 — 432, 
4129 = 5331, 28501 = 31501, 31622 — 32422, jeder für eich 
> genommen, deren 44 erfordert hätten. Die Zahlen 3121, 14222, 


"10510 brauchen hierbei nicht wirklich gebildet zu werden, vielmehr 
hat man nur auf die Umwandlungen im Nebenzählwerk zu achten. 
- Man kann das Produkt dreier Faktoren mit der Rechen- 
maschine bilden, ohne ein Zwischenergebnis anzuschreiben; man bringe 
einen der Faktoren ins Schaltwerk und multipliziere ihn mit dem 
Produkt der beiden anderen, indem man jede Ziffer des einen mit 
jeder des anderen multipliziert und alle diese Produkte als Multi- 
plikatoren mit dem gehörigen Stellenwert anwendet. Man könnte 
auch wie bei der symmetrischen Multiplikation (59) die Ziffern- 
produkte gleichen Stellenwerts vorerst zusammenziehen, 


® 
% 
x 


i 
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$ 7. Division. 


74. Gewöhnliches Divisionsverfahren. Beim gewöhnlichen Di- 
visionsverfahren kann man entweder die Produkte des Divisors mit 
den einzelnen Ziffern des Quotienten unter die Reste schreiben oder 
die einzelnen Ziffernprodukte gleich bei der Bildung von den Resten 
subtrahieren. Die zweite Art ist in Österreich allein üblich und | 
wird daher die österreichische Rechenmethode genannt (vgl. 
Al; dort auch Literaturangaben); sie hat den Vorteil, daß man 
weniger zu schreiben hat und Zeit und Raum spart, dagegen den 
Nachteil, daß man, wenn sich im Quotienten Ziffern wiederholen, die | 
entsprechende Multiplikation jedesmal von neuem machen muß. Z.B. 


88901 : 86 = 1033 


86 
29 oder nach der österreichischen Rechenmethode 
0 | 
290 88901 :86 = 1033 
258 290 
Na9: 321 
21 Ä 
Dr 63 Rest. 
63 Rest 


Bei kurzen Divisionen, wie sie im gewöhnlichen Leben vorkommen, 


dürfte wohl der \.orteil der österreichischen Rechenmethode den Nach- 
teil überwiegen. 


Bei LAneıey I heißt die Methode italienische Rechenmethode. 


Ähnlich wie bei der Multiplikation (48) kann man an Platz 
sparen, indem man die Reste staffelförmig schreibt, entweder sofort 
oder so, daß man die Ziffern zuerst noch anschließt, damit keine 
Zwischenräume bleiben; bei langen Divisionen kann man auch die 


Restkette abbrechen und oben wieder fortsetzen, z. B. 


27634927 :1319 = 20951 oder 27634927 : 1319 —= 20951 


54878 1257878 
25785 _ E 6185 
12615 558 Rest 5 558 Rest; 
1 
ferner 10000000 : 7 = 1428571 
3040 
20 50 
60 10 
43 


u 
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% 
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5, 76, 77] 87. Division 55 


“ 4 Er : 


Auch beim Divisor 12, und wenn jemand das große Einmaleins be- 
herrscht, auch bei größeren, kann man noch so rechnen. 


75. Rechenvorteile beim Dividieren. Läßt sich der Divisor in 
Faktoren zerlegen, durch die bequem dividiert werden kann (nament- 


lich einziffrige), so kann man durch diese nacheinander dividieren; 
EB. 


40623 : 56 

7 
5803 _ 2 Rest 
725 3 Rest 


Divisionsrest: 8-2+3 = 19. 


- Wie man sieht, ist die Bestimmung des Restes nicht ganz einfach; 
das Verfahren ist daher besonders dann günstig, wenn man den Rest 


@ Division nicht braucht. 


5 Die Division durch 5, 25, 125,... kann man durch eine Multi- 
plikation mit 2,4, 8,... und eine (vorhergehende oder nachfolgende) 


Br durch 10, 100, 1000, ... ersetzen. Allgemeiner kann man 
überhaupt Dividend und Divisor mit demselben Faktor erweitern; z. B. 


4:05:2:25 = (405.4): (225.4)=162:9 = 18. 


- 76. Anwendung negativer Ziffern beim Dividieren. Wie beim 
ultiplizieren (5l) so kann man auch beim Dividieren oft Vorteil 
aus der Anwendung negativer Ziffern (23) ziehen. Im Dividend 
negative Ziffern einzuführen ist nicht zweckmäßig, wohl aber im 
Divisor und im Quotienten. Je nachdem man das eine oder das 


andere tut, ergeben sich verschiedene von dem gewöhnlichen Ver- 
fahren abweichende Arten der Division (77, 78, 79). 


- 77. CRELLES Divisionsverfahren. Stellt man den Divisor als de- 
kadische Ergänzung mit vorgesetztem Einer (22) dar, so verwandeln 
sich die Subtraktionen in Additionen. Z. B. 


5322:68—=-78 (68-132) 


EEE FETTE 
or 
a 
NS) 


18 Rest. 


ScHRUTKA, Zahlenrechnen 5 


| in 
56 | 87. Division | 177, 78. 
In dieser Form wäre die Rechnung sehr unbequem; man kann aber 
nach dem Vorschlag von OreLue II nur die dekadische Ergänzung 
mit der Quotientenziffer multiplizieren, dieses Produkt addieren und 
den positiven Bestandteil des abzuziehenden Produkts einfach durch 


Abstreichen der letzten Ziffer links, die stets gleich der Quotienten- 
ziffer sein muß, subtrahieren, im Sben angeführten Beispiel: 


5322 :68= 78 oder nach der österreichischen‘ Rechenmethode: | 


224 132 | 5322 :68 = 78 
7562 7,562 132 
256 818 Rest. 
818 Rest 1“ 


Je kleiner die dekadische Ergänzung ausfällt, um so vorteilhafter, 
ist das CreLuesche Verfahren, z. B. 


19809 :97 = 204 oder nach der österreichischen Methode: 


N 19809: 97 — 204 
2,0,409 2,0409 

12 421 Rest. 

4,21 Rest 5 


Das Verfahren läßt sich auch anwenden, wenn vor der dekadischenf 
Ergänzung eine andre Ziffer als 1 steht, nur-können dann die Bubiralie 
tionen nicht durch bloßes Abstreichen ausgeführt werden, z. B. 


61735 :198 — 306 4 

6 202 E 

613 i 

—6 4 

"1335 4 

12 R 

1347 H 

_12 ; 
147 Rest. 


F 
S 
78. Komplementäre Division. Dem Ormrvnschen Verfahren steht 
die schon im Mittelalter gelehrte komplementäre Division nahe. 
Der Unterschied ist nur der, daß man nicht die Ziffern des Quotienten 
der Reihe nach bestimmt, sondern den Quotienten aus Summanden 
zusammensetzt. Das Vertähren läßt sich am besten an Beispielen. 
zeigen. Man hat in der ersten Aufgabe von 77: 


5322 =53.100 +22 = 53 (68 + 32) +22 — 
—53:.68+(53-.32 + 22) 53.68 + 1718, 


8 7. Division Du 


See 
562 5-100+62— 5-68+ (5-32 462) 5-68-+228, 
R. 222—= 2:100+22= 2-68+ (2-32+22)= 2-68 +86, 
"86 1.68+18, 


folglich 
5322 = (53 +17 +5+2+1)68 +18 = 78:68 +18, 


also ist 5322 :68= 78. 
18 Rest. 


- Bei der praktischen Anwendung wird man kürzer so schreiben: 


5322 : 68 


86:68 =1 
18 Rest 78 Quotient. 


Man streicht also vom Dividend links so viele Ziffern ab, daß der 
übrigbleibende Bestandteil so viele Ziffern als der Divisor hat, multi- 
pliziert die abgestrichene Zahl mit der dekadischen Ergänzung des 
Divisors und addiert das Produkt zu dem vom Dividend übriggeblie- 
benen Bestandteil; dieses Verfahren wiederholt man, sooft als mög- 
ich; bleibt zum Schluß ein zu großer Rest, so dividiert man ihn 
ı0ch auf die gewöhnliche Art durch den Divisor; die Summe aller 
ıbgestrichenen Zahlen (und des letzten Quotienten) liefert den Quo- 
ienten der Division. 


Auch dieses Verfahren ist bei kleinen dekadischen Ergänzungen 
vesonders vorteilhaft; das zweite Beispiel aus 77 wird hier: 
5* 


ze 


58 | 7 Dion 78,2 79 


204 Quotient 


19809 : 97 oder. nach der österreichischen Methode: i ; 
Bd 198,09 : 97 1 
608 6,03 Rest [3] a 

3 Rest 20% Quotient. : 


Angewendet auf den Diviscr 9=11 ergibt sich folgende Divisionen 
methode: Man streicht alle Ziffern bis auf die letzte rechts ab, addiert 
diese letzte Ziffer zur abgestrichenen Zahl und setzt diese Summe dar- 
unter; dieses Verfahren wiederholt man, sooft es geht; die Summe 
aller abgestrichenen Zahlen gibt den Quotienten. Ist die Zahl durch 9 
teilbar, so kommt man zuletzt auf 9; dann muß man noch 1 verize 
um den Quotienten zu erhalten. 2. B. 


627,8 ; 1044,0 | 
63,5 104,4 a 
6,8 108 3 
1 4 Rest EN 3 


697 697 Quotient | 
1159 E 
1160 Quotient, 0 Rest. 


79. Wäiterrechnen mit zu großen Quotientenziffern. Beil 
Dividieren tritt nicht selten der Übelstand ein, daß man eine zu große 
Quotientenziffer gewählt hat; oft bemerkt man dies nicht früher, als 
bis die Multiplikation des Divisors mit dieser Ziffer vollständig zu 
Ende geführt ist. Statt, wie es beim schulmäßigen Rechnen geschieht, 
nun eine kleinere Ziffer zu versuchen, kann man auch mit dem nega- 
tiven Rest, der sich gebildet hat, weiterrechnen; man erhält dann 
eine oder mehrere negative Quotientenziffern (23) und braucht nur 
schließlich den Quotienten wieder in die gewöhnliche Form umzu- 
setzen. 2. B. 


17672025 : 68 = 260122 — 259882 


E 
| 
3 


136 
407 
‚408 
12 = 80 
68 
122 — 118 
136 
185 
136 


49 Rest. 
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3 rcch wenn man negative Ziffern nicht anwenden will, braucht man 
"nicht die Rechnung mit der verbesserten Quotientenziffer zu wiederholen, 
sondern kann den bereits ler Rest verwenden, z.'B.: 


nr —. 17672025 :68 — 2#& 
| 136 x 59882 
407 
408 zu groß 
—1 68 dazu: 
672 
612 
600 
544 
562 
544 
185 
136 
49 Rest. 


' Ganz ebenso kann man vorgehen, wenn man, was seltener ee 
eine zu kleine Quotientenziffer gewählt hat; z. B. 


Er 354642:59 —5 
E 295 6010 


59 


Quotient auf sehr viele Stellen zu berechnen oder kommt eine Zahl 
sehr oft als Divisor vor, so kann man, ganz ähnlich wie in 92, die 
ei! erleichtern, indem man die Vielfachen des Divisors bis 
z Neunfachen (ausnahmsweise auch bis zum Neunundneunzigfachen) 
3 eine Tabelle bringt. Hierdurch entgeht man überdies der Gefahr, 
"unrichtige Quotientenziffern zu wählen (vgl. 79). 


E Wenn sich die Be einer solchen Tabelle nicht lohnt, so kann 


,- f? ne th ER Nr 
ar A A ee = 
Y + vn . 73 
© 
- Ri 


60 28 7. Division RE TED, 31,82 
= REN; + E 
1.53 — 53 a 99 Dr + | j 
2: 93.106. 2. ; 
5 an 1 a 5 

RAR ERNE E ET, 106 7824 Quotient. 3 

456 229 f 

265 106 

AHT 123 

106 106 | | 
65 17 Rest “ 
53 | 
12 


8l. Anwendung der Vielfachentafeln und der Rechenstäbchen 
bei der Division. Alle bei der Multiplikation besprochenen Hilfs- 
mittel zur Gewinnung der Vielfachen eines Faktors sind natürlich 
auch bei der Division zur Gewinnung der Vielfachen des Divisors‘ 
anwendbar: die Vielfachentafeln (54), die Nerzrschen Rechenstäbchen 
(95), die reglettes multiplicatrices von H. G£nartue und E. Lucas (56). 


82. Anwendung der Produkttafeln bei der Division. Ebenso 
können die Produkttafeln (57) bei der Division vorteilhaft verwendet 
werden. Z.B. kann man mit den Orerueschen Tafeln immer gleich 
drei Ziffern des Quotienten auf einmal bestimmen. Besonders bequem 
ist die Rechnung, wenn der Divisor nicht mehr als drei Stellen hat. 


2. B. 10000 : 17 = 0'0588235294.... 
9996 s 
4000 
3995 
5000 } 
4998 4 
2 Fi 
E) 


Hat der Divisor mehr als drei- Stellen, so muß man ihn zerlegen. 
Dabei ist es wichtig, der ersten Gruppe links drei (und nicht weniger) 
Stellen zu geben, weil man -sonst viel leichter unrichtige Quotienten- 
ziffern bekommt; z. B. 


375026117 s 675|2 — 555]4 Unter den Vielfachen von 675 ıst das 


374625 555fache dasletzte unter 375026 usw. 
1110 i 
29017 Wollte man den Divisor in 6752 oder 
27 DR ; 6752 spalten, so würde man 559° 


REN . oder gar 625 als erste Gruppe des 
2009 Rest. Quotienten finden. / 


$ 7. Division ' 61 


82, 83] 
h Ganz vermeiden läßt sich die Unsicherheit in den Quotientenziffern 
‚ebensowenig wie beim gewöhnlichen Divisionsverfahren, sobald man ein- 
mal nur einen Teil der Ziffern des Divisors zum Versuch heranzieht, 


 Erweist sich ein Teilquotient als unrichtig, so kann man sich dann ähn- 
‚lich wie in 79 helfen, z. B. 


132213653838 : 623920 — 212092 = 211908 
132076 
195040 


142613838 


— 57386162 


2 25522 — 14478 Rest. 
83. Das Fouriersche Divisionsverfahren. So wie bei der Multi- 
plikation kann man auch bei der Division die Produkte der Ziffern 
des Divisors und des Quotienten nach ihrem Stellenwert ordnen. Es 
‚ergibt sich so ein Divisionsverfahren, das von seinem Erfinder FOURIER 
(I, S.187, deutsch S. 180) die geordnete Division genannt worden 
ist, meistens aber nach ihm als Fouriersches Divisionsverfahren be- . 
zeichnet wird. Auch der Name methodische Division kommt vor. 
- Der Gedanke des Verfahrens möge zunächst einmal in seiner ein- 
fachsten Gestalt an einem Beispiel entwickelt werden. Multipliziert 
man 1425 mit 638 nach dem symmetrischen Multiplikationsverfahren 

(59), so ergibt sich: BR 


909150. 


Ist umgekehrt das Produkt 909150 und der eine Faktor 1425 be- 
"kannt, so erkennt man zunächst, daß der andere Faktor bis in die 
Hunderte reicht; seine Hunderterziffer ist so zu wählen, daß sie mit 
der Ziffer 1 an der Tausenderstelle des bekannten Faktors kombiniert 
ein Produkt liefert, das 9, die Ziffer an der Hunderttausenderstelle 
des bekannten Produkts, nicht übersteigt. Dies schiene zunächst 9 
zu sein, doch erweist sich diese Ziffer bei der Fortsetzung der Rech- 
nung als zu groß und muß auf 6 erniedrigt werden. Zieht man nun 
6 Hunderttausender ab, so bleibt 309150; in dieser Zahl müssen an 
 Zehntausendern 4 - 6 = 24 und ferner 1 Multipiteiere mit der näch- 
sten Quotientenziffer enthalten sein. Zieht man die 24 Zehntausen- 
‚der ab, so bleibt 69150 und als folgende Ziffer bekäme man 6, das 
* 


% 


62 : 8 7. Division 
aber wieder auf 3 zu ermäßigen ist. Man erhält demnach als Rest 
31350. In dieser Zahl stecken nun wieder 6-2 +3-4 = 94 
Tausender, die man sofort abziehen kann, was 15150 ergibt, und 
außerdem so viele Tausender, als 1 Tr nee mit der nächsten 
Quotientenziffer ausmacht. Dies gibt 15, was aber wieder auf 8 zu 
ermäßigen ist. Bildet man nun die Ziffernprodukte, die noch aus- 
stehen, so wird der Dividend gerade aufgezehrt. Hätte man etwa 
910000 als Dividend gewählt, so wäre 850 als Rest geblieben. = 

Man erkennt, daß immer Schritte zweier verschiedener Arten ab- 
. zuwechseln haben: erstens die Bestimmung einer Ziffer des Quotien- 
ten und die Subtraktion des entsprechenden Ziffernprodukts; zweitens 
die Berücksichtigung der schon angebbaren Ziffernprodukte des nächst- 
niedrigeren Stellenwerts. Die Summe der Ziffernprodukte, die beim 
Schritt der zweiten Art abgezogen wird, heißt die Verbesserung 
(Korrektion); um sie zu bilden, kann man sich wie in 59 vorteil- 
haft der Papierstreifenmethode bedienen; auf den Streifen kommen 
entweder die Quotientenziffern, wie sie der Reihe nach entstehen, 
oder auch die Ziffern des Divisors, die erste ausgenommen, jedesznE 
in umgekehrter Reihenfolge. 

Das Beispiel (das allerdings mit Absicht ungünstig gewählt wurde 
zeigt nun, daß das Verfahren in dieser reinen Form wegen der großen 
Unsicherheit in den Quotientenziffern keineswegs vorteilhaft ist. Diese 
Unsicherheit läßt sich sehr einschränken (aber nicht vollständig be- 
seitigen), indem man die Rolle, die eben der ersten Quotientenziffer 
: zufiel, jetzt mehreren Ahlangsailera zuweist (man läßt gleichsam 
eine mehrstellige Zahl als erste Ziffer zu). FouRrIER nennt diese 
Zifferngruppe den designierten Divisor. Nimmt man in dem 
eben behandelten Beispiel 910000 : 1425 etwa 14 als designierten 
Divisor, so erhält man folgende Rechnung: 


910000 : 1425 = 638 


r 2% ra 
RE 


84 Y 
ET [52 (4 wäre zu groß) 
Verbesserung 12 6 
98 
a 
160 [52] . 
Verbesserung 36 63 * 
124 3 
112 a 
Bere : 
Verbesserungen! a 638 & 


850 Rest. 
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he sich das Fouriersche dem nt Divisionsverfahren. 
. Das Fourrersche Divisionsverfahren ist besonders dann vorteilhaft, 
wenn man nur den Quotienten, nicht den Rest, oder nur einige Ziffern 
des Quotienten braucht, weil dann eine Reihe von Ziffernprodukten 


schen Divisionsverfahrens ist die Basicherkeik die oft über die Quo- 


+ jientenziffern herrscht; es kann vorkommen, daß sich die unrichtige 
Wahl erst nach nokta Schritten hissstellk Diese Unsicherheit 


wii ird verringert, wenn man den designierten Divisor nicht zu klein 


Die Unsicherheit in den Quotientenziffern Ye wenig zu bedeuten, 
wenn man nach 79 negative Ziffern im Quotienten zuläßt, da diese dann 
eist klein ausfallen und die Rechnung eher abgekürzt wird; z. B. 


4: 1000: 3-14]15926535 — 0-31831012 


942 
Bi: 580 53562951 s0 53562951] 
erbesserung 3 3 Verbesserung 108 31831 
577 280 [53562951] 
314 | Verbesserung 69 : 
2630 [53562951 | 32. Bes 
2639 349 
erbesserung 16 31 ae 
3614 a 
2512 350 |53562951 
a an 1020 En Verbesserung 76 IE 
Verbesserung 40 426 
380 | 638 
942 198 
| 380 153562951 
Verbesserung 58 3183 | 
322 | 
314 | 
80 | 


a Auch die Division mit Anwendung der Produkttafeln (57) kann nach 
= em Vorbild der geordneten Division ausgeführt werden; allerdings wird 


2 vorgang nennenswerten Vorteil ziehen. 

- Sollte bei einer nach dem Forrıerschen Verfahren durchgeführten 
_ Division nachträglich doch der Rest gebraucht werden, so müßte man 
‚die noch nicht berücksichtigten Ziffernprodukte geringeren Ranges, die 
am bequemsten ebenfalls durch symmetrische Multiplikation bestimmt 
_ werden, noch abziehen. 


- 84. Umgehung der Division nach CAuchy, Will man einen Quotienten 
ıf viele Dezimalstellen berechnen (z. B. die ganze Periode feststellen), 
so kann man sich des folgenden, von Caucar (I, S. 443) herrührenden 
areas bedienen, um die Division zu umgehen: Man bestimme einige 


= 


Pe ar aa | 
= y > 
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Stellen durch gewöhnliche Division und multipliziere die so entstehende ’ 
Beziehung mit geeigneten Faktoren, um weitere Stellen zu bekommen. ri 


5 : Pi 
Es sei z. B. a3 zu bestimmen: : 
50:13 — 0:38, ; 
110 
6 
a 


also ish 3 10 "mw m’ 


multipliziert man mehrmals mit 9, so erhält man: 


ER, 3123 3462, le. ae 

18:.2.18.40400 2° 300 0 ao 
41418 4153. 153. 

ie 137: ER daher het 
13.7”.48 100 100 13 100 


und wenn man nun einsetzt: 


— u — u 4 


13 100 10000 1000000 ’ 


f.. 


Be 0:384615. 


folglich TE ; 


85. Verwandlung der Division in eine Multiplikation. Jede 
Division kann in eine Multiplikation verwandelt werden, indem man 
den reziproken Wert des Divisors in einen Dezimalbruch entwickelt 
und mit diesem multipliziert. Da aber die Berechnung des reziproken 
Wertes, selbst eine Division ist, so ist dieser Vorgang nur dann vor- 
teilhaft, wenn entweder der Divisor mehr als einmal auftritt, oder 
wenn die Berechnung des reziproken Wertes schon geleistet ist (86). 


z.B. >=0O111...; 263:9=263.01111... H 
= 2,968 i 
263 | 

263 

263 


2922193... — 292. 


Die in 75 angegebenen Divisionsregeln für 5, 25, 125,... können als 
besonderer Fall dieser Vorschrift angesehen werden. 


Kommt ein Divisor sehr oft vor, so wäre auch die Anlegung einer 
Vielfachentabelle (92) des reziproken Wertes ins Auge zu fassen. 


Über eine Tabelle der Vielfachen von —“- siehe 52. 
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86. Reziprokentafeln. Die reziproken Werte der Zahlen sind 
auch tabuliert worden und können dann für die in 85 besprochene 
_ Verwandlung der Division in eine Multiplikation verwendet werden. 
_ Die umfangreichste Reziprokentafel ist Oares I. Sie gibt sieben 
= geltende Ziffern für das Intervall 10000 <> 100000 und kann durch 
Interpolation (134) noch für siebenzifferige Argumente (bis 10000000) 
- angewendet werden. Ebenfalls sieben geltende Ziffern für das Inter- 
- vall 100+>10000 und acht geltende Ziffern für das Intervall 
10+>100 gibt die Reziprokentafel in BarLow II. Eine kleinere 
 Reziprokentafel ist in Hütte I enthalten. Sie geht bis 1100 und 
gibt sechs geltende Ziffern. Auch in anderen ähnlichen technischen 
 Behelfen kommt dieselbe Tafel vor. Eine Reziprokentafel, die bis 
5000 reicht und fünf Ziffern angibt, enthält Louse I, eine Tafel, die 
- bis 1000 reicht und fünf Ziffern angibt, Weiskırcner I. 


R 87. Zerfällung in Partialbrüche. Braucht man das Ergebnis einer 
- Division von einer ganzen Zahl durch eine andere auf sehr viele Dezimal- 
“ stellen, so kann man die Tafeln der Perioden der Dezimalbrüche (13) 
_ verwerten. Diese geben die Dezimalbruchentwicklungen für alle Nenner, 
' die Potenzen von Primzahlen sind. Nun läßt sich jeder Bruch als Summe 
_ von Partialbrüchen, nämlich von Brüchen, deren Nenner die Potenzen 
- der verschiedenen Primfaktoren des Nenners sind, darstellen. Es ergibt 
- sich demnach die gesuchte Dezimalbruchentwicklung durch Addition. 
Näheres bei K. Fr. Gavuss, Disquisitiones. arithmeticae, art. 317, Werke 
I Band, Göttingen 1870, S. 386, deutsche Ausgabe von H. Maskr, Berlin 
1889, S. 371 oder bei G. Werrueım, Anfangsgründe der Zahlenlehre, 

- Braunschweig 1902, $ 101. 


88. Quotiententafeln. Tafeln, die für gewisse Werte des Divi- 
- denden und des Divisors die Quotienten angeben, Quotienten- 
_ tafeln oder Divisionstafeln, ersparen dem Rechner die Aus- 
_ führung der Division. Dagegen ist aus ihnen, anders als bei den 
 Produkttafeln (57), für andere Divisionen als die darin angeführten 
_ kaum ein Vorteil zu ziehen. 
Eine solche Tafel ist RauscueusacH I. Sie gibt für alle Divi- 
denden von O bis 1009 und alle Divisoren von 10 bis 100 die Quo- 
tienten auf zwei Dezimalstellen korrigiert. 
| Neben solchen Divisionstafeln mit doppeltem Eingang (8) könnte es 
auch wie bei der Multiplikation (52, t3) Divisionstafeln mit einfachem 
- Eingang geben. Ihnen müßten Formeln zugrunde liegen, bei denen nur 


die Werte einer eiszigen Funktion auftreten. Es ist aber außer den 
 Logarithmen (127) keine Lösung dieser Aufgabe bekannt. | 


89. Proben für die Division. Als inverse Operation wird die 

- Division am einfachsten durch die zugehörige direkte Operation, die 
_ Multiplikation, geprüft: das Produkt aus Divisor und Quotient, ver- 
_ mehrt um den Rest, muß den Dividend liefern. Eine andere Probe 
ist die Vertauschung von Divisor und Quotient: man zieht den Rest 


RT 


= 
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vom Dividend ab und dividiert durch den Quotienten. Auch die 


Division nach einem anderen Rechenverfahren kann als Probe dienen. 
Über Restproben siehe 97. | e 


90. Verbindung mehrerer Operationen zweiter Stufe. Kommen 
in einem Ausdruck Multiplikationen und Divisionen gemischt vor, 
wie z. B. bei einfachen und zusammengesetzten Proportionsrechnungen, 
so ist die Reihenfolge, in der diese Operationen vorgenommen wer- 
den, gleichgültig. In der Regel führt man die Multiplikationen zuerst 
aus, weil die Divisionen im allgemeinen nicht aufgehen. Wenn $ 


doch mehrere Ausdrücke & mit denselben Zahlen 5 und e zu be- 


stimmen sind, wie es z. B. der Fall ist, wenn man mehrere Propor- 
tionen mit Heihsalken bekannten Verhältnis auflöst, so tut man besser, 


zuerst 12 zu berechnen, weil man dann nur eine AySoH auszuführen 
hat (vgl. 85). 2 \ 

91. Zerfällung in Stammbrüche. Die Multiplikation mit einem 
Bruch a wird oft erleichtert, wenn man ihn als Summe von Stamm-- 


chen (Brüchen mit dem Zähler 1) mit kleinen Nennern darstellen“ 
kann. Am bequemsten ist es, wenn jeder Nenner ein Vielfaches des_ 


vorhergehenden ist, weil Er jeder Bestandteil aus dem vorher- P 
gehenden durch eine einfache Division gefunden werden kann. Es 


ist dann also A H 
est mt; matten & 

wo 9,Yy,Y ,... ganze Zahlen sind. | 2 
Man nennt einen solchen Ausdruck nach E. Hzıs (Sammlung von Bei 
spielen... ., Köln, viele Auflagen, $ 86) eine Teilbruchreihe oder 
auch einen aufsteigenden Kettenbruch, weil er in die Form 5 $ 
1+ — ar 2 

1 7 a ee I 

Ser Er = ’ & 

c y y = 


gesetzt werden kann. 


Beispiele solcher Zerfällungen sind 


A Be 

Ay RT, 

3” 7t+7, oder besr — r2: 
7 1 1 1 tl 

a sturzutrsem 


wit ES a En a 2 19 PER sa A 
Fk 3 x 
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Es dü fte sich allerdings nicht lohnen, viele Mühe auf die Aufsuchung 


einer solchen Zerfällung zu verwenden, außer wenn ein Faktor > oft- 
| e 


.j . F 
. PB Eu (m 29 
u 


_ mals vorkommt. Eine Zusammenstellung einiger Zerlegungen dieser Art 
enthält Lansrer I, S. 181— 183. 

Bei den Agyptern war diese Zerfällung in Stammbrüche ein Haupt- 

 hilfsmittel nicht nur zur Rechnung mit Brüchen, sondern sogar zu ihrer 
Darstellung, siehe z.B. J. Teorrze, Geschichte der Elementarmathematik I, 
8.73, Leipzig 1902—1903. 
92. Division mit der Rechenmaschine. Die Rechenmaschinen 
- (Multipliziermaschinen, s. 70) leisten auch bei der Division wertvolle 
_ Dienste. Am günstigsten ist es, wenn der Divisor im Schaltwerk 
Platz findet; man stellt dann den Dividend im Hauptzählwerk ein 
_ und subträhiert von links nach rechts fortschreitend, an jeder Stelle 
den Divisor so oft, als es möglich ist. Bei den Additionsmaschinen 
hat man einfach so oft zu kurbeln, bis die Subtraktion nicht mehr 
_ möglich ist; bei den eigentlichen Multiplikationsmaschinen muß man 
sich dagegen für eine Quotientenziffer entscheiden. Im Nebenzähl- 
_ werk bildet sich der Quotient. 
a Aus diesem Grunde wird das Nebenzählwerk oft geradezu der Quo- 
 tient genannt (?i). 
Man kann auch so rechnen, daß man ins Hauptzählwerk nichts 
einstellt und nun durch systematische Addition von Vielfachen des 
. Divisors dem Dividend nahezukommen trachtet. Nur die Bestimmung 
des Restes erfordert bei diesem Verfahren eine eigene Rechnung. 
* Hat der Divisor mehr Stellen als das Schaltwerk, so ist die Rech- 
nung mit der Maschine weit weniger bequem; man muß den Divisor 
zerlegen, ähnlich wie in 82, und die Teilprodukte mit der Maschine 
berechnen; dabei kommt man nicht, wie im früheren Fall, mit einer 
einzigen Einstellung im Schaltwerk aus, sondern muß mit dieser 
- immer wieder wechseln. 


= 93. Vorteile beim Dividieren mit der Rechenmaschine. Wie 
_ beim Multiplizieren (73) kann man auch beim Dividieren mit einer 
_ Additionsmaschine (67) an Kurbeldrehungen sparen, indem man im 

Quotienten negative Ziffern verwendet. Man muß den Divisor einmal 
_ zu oft subtrahieren und dann an der nächsten oder an einer der 
_ nächsten Stellen ein geeignetes Vielfaches davon addieren. 

- Im Verlauf einer solchen Rechnung kommen daher im Hauptzähl- 
werk negative Zahlen (oder vielmehr deren dekadische Ergänzungen) 
vor. Man kann dies vermeiden, indem man die Additionen vor der 
letzten Subtraktion ausführt. 


Au 


- Für das Ergebnis und für die Endstellung der Maschine macht dies 

keinen Unterschied, dagegen ist es für die Schonung der Maschine 

“wichtig, den Wechsel zwischen positiven und negativen Resten einzu- 

_ schränken, weil durch die vielen dabei auftretenden Zehnerübertragungen 
as Hauptzählwerk abgenutzt wird. 


| a | 
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94. Fehlerfortpflanzung bei der Division ungenauer Zahlen. E 
Hat man den Quotienten r zweier Zahlen a, b zu berechnen, die 
durch Näherungswerte a,, D, mit Fehlern a, ß dargestellt sind: 


=, b=b—P, 
so gibt die Differenz 


A, a a, u—a «eb — Pa, 


b, b b, v—P dd — 


den absoluten Fehler an, den man begeht, indem man m als Näherungs- | 


wert für den Quotienten o nimmt. Der relative Fehler ergibt sich 
daraus, indem man durch 5° . (statt durch —, 28) dividiert, zu 


En, — Pa 4 
a, (bu — P) 


Da beim praktischen Rechnen ß stets klein gegen b, ist, so kann 
man in den Nennern. — ß neben b, weglassen und den absoluten Fehler 


ab, =B A, 
b, 2 I 
den relativen gleich ed — Pa NR 
0% a, b, 


setzen. Die zweite Formel sagt aus: Der relative Fehler eines E 
Quotienten ist gleich der Differenz der relativen Fehler 
des Dividenden und des Divisors. 


Das Ergebnis ließe sich auch durch Umkehrung des analogen auf die. | 
Multiplikation bezüglichen in 66 gewinnen. | 


-Sind die relativen Fehler von a und b in Schranken eingeschlossen: : 
<< -O<H -<e, 


so erhält man daraus a 46) Schranken für den relativen Fehler 

des Quotienten: ß 

se << — <td. 
—- a, b, —= 


Sind insbesondere einfach Schranken für die absoluten Werte der 
relativen Fehler des Dividenden und des Divisors bekannt, so liefert 
deren Summe eine Schranke für den absoluten Wert des relativen 
Fehlers des Quotienten. Braucht man Schranken für den absoluten 
Fehler, so hat man mit dem Quotienten zu multiplizieren. 


F 
2 
N 


R en 
u 
» 
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| Insbesondere ist der relative Fehler des reziproken Wertes einer 

_ ungenauen Zahl (näherungsweise) entgegengesetzt gleich dem relativen 
Fehler der Zahl selbst. Man braucht nur in den bisherigen Erwägungen 
a=-1,,=1,«=0 zu setzen. Die Schranken für den absoluten 
Wert der olalven Fehler zweier reziproker Zahlen sind gleich. 


In einem besonderen Fall wurde in 47 dieses Verhalten unmittelbar 
beobachtet. 


95. Rechenmethoden für die Division ungenauer Zahlen. 
Da nach 155 dem Quotienten zweier ungenauer Zahlen an sich eine 
- gewisse Ungenauigkeit anhaftet, so wird man auch die Rechnung nur 
auf eine gewisse Anzahl von Dezimalstellen führen und alle weiteren 
Dezimalstellen außer acht lassen. Hierzu eignet sich offenbar die 
Fourriersche Divisionsmeinode (83) besonders gut, weil bei dieser 
jede überflüssige Rechnung vermieden wird. 

Man kann aber auch die gewöhnliche Divisionsmethode anwenden 
und bei dieser alle Teiloperationen weglassen, die nur für die Ge- 
winnung der wegzulassenden Ziffern des Quotienten notwendig wären. 
Man behält vom Divisor so viele Stellen bei, als der Quotient ent- 
halten soll, vom Dividenden so viele Stellen, daß er (abgesehen vom 
Dezimalpunkt) eben noch größer bleibt als der Divisor, und dividiert 
dann, setzt aber keine Ziffern im Dividend herab, sondern streicht 
immer eine Stelle des Divisors ab. Dabei kann man von der nächsten 

- Stelle des Divisors Korrektur nehmen. Dieses Verfahren wird abge- 
 kürzte Division genannt. 


- Die Fourıersche Divisionsmethode bietet den Vorteil, daß sie keine 
Entscheidung über die Stellenzahl im voraus notwendig macht. 


$ 8. Zusammengesetzte Rechenoperationen. 


96. Allgemeines über die Ausführung zusammengesetzter 
_ Rechenoperationen. Hat man einen verwickelten Ausdruck zu be- 
rechnen, so prüfe man, ob er nicht schon allgemein (in Buchstaben) 
einer Vereinfachung zugänglich ist; es wäre z.B. unzweckmäßig, 
eine Progression, wie a* + a®b + a?b? + ab? + b? Glied für Glied 
5 5 
_ auszurechnen, statt die Summenformel Dr zu verwenden. Aber 
auch Umformungen, die algebraisch gesprochen nicht als Verein- 
fachungen bezeichnet werden können, sind oft für die zahlenmäßige 
Berechnung vorteilhaft. Hierbei kommt es übrigens wesentlich auf 
die zur Verfügung stehenden Hilfsmittel, ferner auch wohl auf per- 
‚sönliche Vorliebe oder Abneigung an. Hat man z. B. die Werte 


10.36 #2, 11-36+2, 12:36+2,- 


do = LINDEN u. ee N Eee EN vr 
S DI % De N ed ah ae Ir 
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zu ‚berechnen, so-wird man am besten tun, mit 10-36 +2 = 36% 
anzufangen ad dann immerfort 36 hinzuzufügen; kann man sich, 
dagegen einer Vielfachentafel bedienen, so ist die ursprüngliche Form 
der Zahlen vorzuziehen. : 
Sieht-man von den Hilfsmitteln ab, so gibt bei den vier Grund- 
rechnungsarten die übliche Beihanfolgs Addition, Subtraktion, Mul- 
tiplikation, Division zugleich die Anordnung nach aufsteigender, 
Schwierigkeit an; anzuschließen wären Potenzieren (IOl) und Wurzel- 
ziehen (104) usw. Man wird daher bei einem rationalen Ausdruck‘ 
die Anzahl der Divisionen einschränken, indem man alle mehrfachen 
Brüche einrichtet, weiterhin an Multiplikationen sparen, indem man, 
wo es möglich ist, zepıngale in Faktoren zerlegt u. dgl. 


So rechne man z. B.—— — — — in der Form — 


ce ET „a+5a+6 


in der Form (a + 2) (a + 3) u. dgl. Doch a ale diese Regeln“ 

nicht unbedingt, wie das vorhin angeführte Beispiel a + a®b + ar | 

+ ab? + d* lehrt. 3 
Beispiele hierzu bilden auch die Rechenvorschriften für die Addition‘ z 


und Subtraktion in 39, 44, 47, für die Multiplikation in 49, 62, für die. 
Division in 75, 84, 86, 90, 91, für die Berechnung von Polynomen i in 118. 


Ein Ausfluß dieser Erwägungen ist auch die Regel, daß beim Ad- | 
dieren und Subtrahieren Dezimalbrüche, beim Multiplizieren und Die 
vidieren gemeine Brüche vorteilhafter sind, E 


97. Restproben. Bei allen Rechnungen, die nur im Gebiet der 
ganzen Zahlen verlaufen, oder sich durch Umformung so darstellen 
lassen, liefern die sogenannten Restproben ein bequemes, allerdings” 
nicht unbedingt sicheres Mittel zur Prüfung der Richtigkeit. Insbe- 
. sondere bei den vier Grundrechnungsarten ist diese Bedingung bei“ 
Addition, Subtraktion und Multiplikation sofort erfüllt, wenn man 
nur die Dermahraokls wegschafft; bei der Division nach einer 
kleinen Umformung: daß a "durch b dividiert den Quotienten q und“ 
den Rest r liefert, ergibt die Gleichung 


BrLTE 


ER REN 


u ae 6 


in ganzen Zahlen. 

Man nennt zwei Zahlen a, a’ kongruent nach einer dritten my. 
dem Modul, wenn ihre Differenz a’ — a durch m teilbar ist und 
schreibt dies: 


EEE 


| ‚2 
KH 


a=.«a (m). i 
Oft findet man statt (m) genauer (mod m) geschrieben. 
Ist a=ad, b=b (m), 


so ist auch 


RUN De > REES HEN" 
Bl u 3 re ee er 
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a+b=a+b (m), 
a—b=«d@—b (m), 

ab=«ab (m); 


e er die Differenzen der rechten und linken Seiten sind durch m 
teilbar, wie die folgenden Umformungen erkennen lassen: 


(@d+bd)—-(a+b)=(“ —a)+(b" — b), 


@-)-(@-)-@-0)-(W-n) 
ab’ —adb=a«(" —b)— (a —a)b. 


en 


3 Allgemein kann man behaupten, daß, wenn Feine ganze Funktion _ 


mit ganzzahligen Koeffizienten bedentst, 
$ PIE d.0,.03)> Flle, dc m 
ist, sobald (a 5 ER ) m 
ur a=a, b=b, c=c,... (m) 


ist. In der Tat kann F' stets aus Additionen, Subtraktionen und 
"Multiplikationen aufgebaut werden und für diese ist die Richtigkeit 
der Aussage vorhin bewiesen worden. #.B. ist 


3=8 2=27, 6=46 (5), 
folglich muß auch 
(6 — 2) +9=(46 —27)8 +9 (5) 
sein; in der Tat steht links 21, rechts 161. 


Genaueres über Kongruenzen findet man in den Lehrbüchern der 
Zahlentheorie, etwa in dem klassischen Werk von P. LeJeune-DirichLer, 
Vorlesungen über Zahlentheorie, herausgegeben von R. Deperınp, Braun- 
schweig, oder in dem leichtfaßlichen Buch G. Werraeım, Anfangsgründe 

er Zahlenlehre, Braunschweig 1902. 


ai 


Br 


Y 


zit n 


Um diesen Satz für eine Rechenprobe zu verwerten, denke man 
sich für a, d, c,... die Zahlen der Rechnung für a’, b/, c’,... mög- 
lichst einfache Zahlen, mit denen sich bequem Fahren läßt, gesetzt. 
Als solche bieten sich am natürlichsten die sogenannten echten 
Reste nach m dar. Als echten Rest einer Zahl a bezeichnet man 
diejenige Zahl der Reihe 


N7 ES A RT 


d ” e der Zahl a nach m kongruent ist; der echte Rest ist (bei posi- 
tivem a) auch nichts anderes als dar. Rest bei der Division von a 
urch m. So z.B. ist der echte Rest von 6 nach 5 gleich 1, der 

‚echte Rest von 100 nach 7 gleich 2, der echte Rest von — 18 mach 
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Ähnlich wie der echte Rest kann auch der absolut kleinste 
Rest verwendet werden, der sich ergibt, wenn man jeden echten 


Rest, der größer als = ist, um m vermindert. Man erhält so noch 


kleinere Zahlen, aber mit gemischten Vorzeichen. 

Die Restprobe besteht nun darin, daß eine Hilfsrechnung, die sich 
von der ursprünglichen zu prüfenden nur dadurch unterscheidet, daB 
statt aller Zahlen ihre echten Reste nach einem gewissen Modul ge- 
nommen werden, ein Ergebnis liefert, das dem ursprünglichen nach 
diesem Modul kongruent ist. 2. B.: weil 


(12 + 17)15 — 26 — 409, 


so muß, wenn man 2 als Modul nimmt, 
((+1)1—-0=1=409 (2); 
wenn man 10 als Modul nimmt, 
2+nD)5—-6-=-39=409 (10); 
wenn man 23 als Modul nimmt, 
(12 +17)15 — 3=432=409 (23) sein. 


98. Geeignete Moduln für Restproben. Diese Beispiele, die mi 
Absicht ungünstig gewählt sind, zeigen, daß nicht jede Zahl als’ 
Modul für eine Restprobe vorteilhaft ist. Ist der Modul zu klein, so 
ist die Wahrscheinlichkeit, daß auch ein unrichtiges Ergebnis die 
verlangte Kongruenz erfüllt, groß; ist der Modul zu groß, so ist der 
echte Rest oft mühsam zu bestimmen und kleine Zahlen sind von 
ihrem echten Rest gar nicht verschieden. Manche Moduln, wie z. B. 
10, eignen sich wieder deshalb nicht, weil die echten Reste bei ihnen 
nur von einzelnen Ziffern der Zahlen abhängen, die übrigen Ziffern’ 
daher nicht geprüft werden. Endlich ist es offenbar wichtig, die 
echten Reste einfach bestimmen zu können; jedenfalls sollte nicht 
die wirkliche Division durch den Modul erforderlich sein. Hier 
spielen die sogenannten Teilbarkeitsregeln eine Rolle, und zwar 
diejenigen, welche nicht nur über die Teilbarkeit mit ja oder nein 
entscheiden, sondern auch den Divisionsrest liefern. 

Unter Beachtung aller dieser Umstände erweisen sich die Rest- 
proben mit den Moduln 9, 11, 101, die Neunerprobe, Elfer- 
probe, Handerteinarprobe als besonders günstig. Der echte: 
Rest nach 9 wird bestimmt, indem man die Summe der Ziffern (die 
Ziffernsumme, One) der Zahl bestimmt und dieses Ver- 
fahren, wenn nal wiederholt. Der echte Rest nach 11 wird ge- 
Binden, indem man die Ziffern, mit abwechselnden Vorzeichen ge- 
nommen, summiert, der echte Rest nach 101, indem man die Ziffern 


$ 8. Zusammengesetzte Rechenoperationen 713 


ler Zahl, von rechts nach links fortschreitend, in zweistellige Gruppen 
‚teilt und diese mit abwechselnden Vorzeichen summiert. 
Die N eunerprobe ist am bequemsten anzuwenden, bietet aber 
Emnlich geringe Sicherheit: die Weglassung von 0 oder 9, die Ver- 
_ wechslung von O mit 9, die bei der Ähnlichkeit dieser Ziffern ver- 
‚hältnismäßig leicht vorkommt, die Vertauschung irgend zweier Ziffern 
(die namentlich durch die deutsche Art, die Zahlen zu lesen, be- 
- günstigt wird, vgl. 16) bleiben ee 
Die Elferproöbe deckt jeden Fehler auf, der nur eine Ziffer be- 
trifft, ebenso jede Vertauschung von zwei Nachbarziffern (dagegen 
nicht die Vertauschung zweier durch eine ungerade Anzahl anderer 
getrennter Ziffern). Noch viel mehr Sicherheit gewährt die Hundert- 
einerprobe. 
_ Ist z.B. 3371154 durch 1375 dividiert worden und hat sich als 
Quotient 2451 und als Rest 1029 ergeben, so ist die Gleichung 


3371154 = 1375 - 2451 + 1029 


Fe prüfen. Die echten Reste nach 9 sind: 
Le ET ae Ne 
35 =1+3+7+5=- 16 =146 = 17, 

351 =2 +45 +1 = 2 =1+2=3, 1029)=1+2—-3 

und es ist tatsächlich 6=7:3 +3 (9). 

Die echten Reste nach 11 sind: 

33114 =3—-3 HT I+1—5+4= 7544-6, 

Be i1rs—-7r+5S0, | 

Bi ra rstı= 228, 1029=—1—-2+49=6 

und es ist tatsächic 6=0:9 +6 (11). | 


Diese Probe hat hier jedoch fast keinen Wert, da der Rest des 
Quotienten herausfällt, der Quotient also nicht geprüft wird. Endlich 
sind die echten Reste nach 101: 


3371154 = —- 3 +37 —11+54=77, 1375 =— 13 +75 = 62, 
2451= — 24 +51 = 27, 1029 = — 10 + 29 = 19 


I. 


und es ist tatsächlich 


77=62-27+19=1693 (101). 
6* 
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99. Rechenprobe von CAUCHY. CAucary hat in I folgende Rechen“ 
probe angegeben. Man denke sich wie in 97 die Rechnung so um- 
geformt, daß sie nur ganze Zahlen enthält. Nun führt man neben 
der zu prüfenden Rechnung eine andere aus, bei der alle Ziffern nicht 
mit ihrem Stellenwert genommen, sondern als Einer behandelt werden. 
Hierbei muß noch jede Zehnerübertragung mit dem Betrag 9 in 
Rechnung gebracht werden. 2. B.: 


93 Ziffernsumme 12 Probe: 12 +11l- R 
128 ar -5+18=23 
Ir 5 
221 & 


2 Zehnerübertragungen 
87-386 Ziffernsummen: Faktoren: 15, 17 Probe:15-17 = 255 


1. Produkt: 21 21+26-.9— 255. 
696 | zusammen 26 
522 9 FERNE USBEDEET 
Ir 
33582 


Kommen keine Zehnerübertragungen vor, so fällt die Caucnvsche 
Probe mit der Neunerprobe zusammen. Sonst hat sie vor dieser den 
Vorzug größerer Sicherheit, da das Vielfache von 9, das bei | 
-Neunerprobe unbestimmt bleibt, hier mitbestimmt wird: 1 


100. Allgemeiner Satz über den Formelfehler. Wünscht man 
den Formelfehler bei einer zusammengesetzten Operation kennenzu- 
lernen, so könnte man wohl, solange nur die vier Grundrechnungs- 
arten vorkommen, nach den schon "abgeleiteten Regeln schrittweise 
vorgehen; indessen ist es vorteilhafter, den im folgenden herzuleiten- 
den Satz zu benutzen, der ganz allgemeine Gültigkeit hat. Es wird 
hierbei die Differentialrechnung herangezogen. Bü 

Ist F eine nach dem Tavtorschen Satz entwickelbare Funktion 
seiner Argumente, ferner a, b, c,... Zahlen, die durch die Näherungs- 
werte Ay, dyr Cy, . . . mit Fehlern. @, ß, y,.. . dargestellt sind: = 


a=uyu—, db=-bu—-P C=n— N: = 


so ist der Formelfehier des Ausdrucks F(a, b, c,...) unter der Vorl 
aussetzung, daß, wegen der Geringfügigkeit der Fehler u Yı-.2 
beim praktischen Rechnen, Glieder, die die Fehler in höherer als der 
ersten Ordnung enthalten, vernachlässigt werden, nichts als das (ent 
gegengesetzt genommene) totale Differential der Funktion F: 


FlaseD.20,r: he ...)= 
oF 
“ge Dos O99 *- > ge 5 (a, d 0 9...) 


oF 
ee 


EIER RN 


“ 1 
SE PER: . 
VE RN ERLEBT TREN 


D Ba N er T \ “+ £ 
‚ . } en ER 
er wi 8 Zusammengenetste Rechenoperationen 715 
Sind Be Schranken 4, B, C,... für die absoluten Werte der 


F >hleı By. . bekannt, so ergibt sich als obere Schranke für 
Bon ‚absoluten Wert des Formelfehlers: 


2 (m, 045.05, >) . A +1 a (6.600,58 -B+ 


oF 
+15 @. Do; Dre) EX eu 


Die Ergebnisse bei der Addition und Subtraktion in 46, bei der Multi- 
‚plikation in 66 und bei der Division in 94 erweisen sich ohne weiteres 
als besondere Fälle dieses allgemeinen Satzes. 


10:38 — 5°320x 


5 3 abzuschätzen, worin 


N Es sei z. B. der Fehler von 


a—be 
d ’ 


a,—= 1038, b,= 5'320 d, = 2:33 
I = r=314159..., 


Flab,o,d)= 


 4A=0:005, B = 00005, D = 0.005. 
= kann beliebig angenommen werden. Man hat 

Ber. ı are or. d or a-be 
Bra’ ab . - a’ de 4°’- 94: 4°? 

= oF öF 3:14 
daher = JE 5 < 05 3 re 

ar 5:320 oF| — 10:33 +5:3202 _ — 10 an 15.08 
Ir 233 da 2:33? = <1. 


Bei diesen Abschätzungen ist eine geringe Genauigkeit ausreichend. 
Ei Schranke für den absoluten Wert des Formelfehlers ergibt sich 


sc wird C = 0:00005 und die Schranke gleich 000837. 
re gen Beruns zur Ausführung solcher Asch Maungen gibt Gurou I. 
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$ 9. Potenzieren und Wurzelziehen. 


101. Potenzieren. Das Potenzieren von Zahlen geschieht nach 
dem binomischen -Satze; dabei schreitet man ziffernweise von links 
nach rechts fort. Z. B. | 


217° = (210 + 7) = 210° +3: 210°. 7+3:210.-?+ ?- 

— (20°+3-20°.1+3-20-1?+1?) - 1000 + 

+3.(20°+2.20-.1+1%) - 100 - 7 
+3-(20 +1). 10. 7 
+78 - 

— 2°.10°+3.22.10°+3.2-10°+10° + 
+3-(22.10°+22-10 +1)-7-10°+ 
+3.(2-1041)-7.0+ 9 - 

— 8000000 + 1200000 + 60000 + 1000 + 
++ 926100 + 30870 + 343 = 10218313 


oder kurz mit Weglassung aller überflüssigen Zeichen: 


8 
12 
6 
1 
9261 
3087 
343 


10218313. 


Bei höheren Potenzexponenten wird die Rechnung ziemlich mähh | 
sam und unübersichtlich. | 


Für diesen Fall empfiehlt sich am meisten die Anwendung des Ver- 
fahrens für die Berechnung von Polynomen (120). | 
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a: , manchen Fällen ist eine Zerlegung des Exponenten in Faktoren 
in Summanden vorteilhaft; z. B. 


4° — (4°)? — 64°— 4096 oder 12° 12°. 12° — 
> = 1'728 - 144 — 248832. 

_ Hat die Basis sehr viele Stellen, so wird oft die Multiplikation, 
_ insbesondere die symmetrische Mullnlikation (59), die bequemste 
_ Methode sein. Beim Quadrieren nach dieser Art wird man die doppelt 


‚auftretenden Ziffernprodukte nur einmal nehmen und ihre Summe 
‚ verdoppeln. 


nal, 


102. Potenzieren ungenauer Zahlen. Ist die Zahl a nur durch 


5 


den Errere a, mit dem Fehler « gegeben: - 


a=d— Ed, 


% 


so haftet der Potenz a” der absolute Fehler 
naria 


an, wie entweder aus dem allgemeinen Satz in DO oder aus der 
Zurückführung auf Multiplikationen a" =a-a-...a und der Regel 
in 66 erschlossen werden kann. Der relative Fehler ist besonders 
_ einfach: 


” 


naria & 
an pe Dr 


ee. ._ 
‚also gleich dem n-fachen relativen Fehler der Grundzahl. 
Die Ausführung der Rechnung geschieht durch Multiplikation (67). 


Lug 


nd 
“ 


- 193. Tafeln der Potenzen. Tafeln der Potenzen sind ziemlich 
"verbreitet. Die Quadrate und die Kuben der Zahlen bis 1000 (oder 
- 1100) finden sich in den technischen Taschenbüchern, z.B. „Hütte“ I, 
“und in vielen Logarithmentafeln; eine Tafel auf knappem Raum ent- 
hält Arıor I. Bis zu 10000 reicht die Tafel BartLow II. Die 
höheren Potenzen (bis zur neunten oder zehnten) der Zahlen bis 100 
sind ebenfalls oft anzutreffen, ferner auch Tafeln der höheren Po- 
tenzen von 2, 3,5, z.B. bis 95 3°%, 5° bei Veca-Hürsse I und bei 
_ Könrer L 
- Manchmal findet man auch abgekürzte Tafeln der Quadrate und 
der höheren Potenzen (mit nur einigen geltenden Ziffern); derlei 
_Quadrattafeln kommen auch in Werken über Ausgleichungsrech- 
nung vor. 
Für die Quadrate kommen endlich noch die Tafeln der Viertelquadrate 
(62) in Betracht. 
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104. Ausziehung der Quadratwurzel. Die Ausziehung der. 
Quadratwurzel aus einer Zahl wird folgendermaßen ausgeführt. Man‘ 
teilt dieZahl vom Dezimalpunkt aus nach links und rechtsin Gruppen. 
von je zwei Ziffern, Ban die höchste in der ersten Gruppe links 
enthaltene Quadratzahl a? und subtrahiert sie. Der Rest muß nun, 
wenn die gesuchte Quadratwurzel 10a + b gesetzt wird, gleich‘ 
20ab +b’= (20a + b)b sein. Man wird also 5 oder ehr zu- 
nächst die erste Ziffer a’ von b finden, indem man den Rest mit 
Hinzufügung der nächsten Gruppe durch 20a, oder einfacher nach 
Abstreichung der letzten Ziffer durch 2a dividiert, Da aber hierbei 
b? vernachlässigt wird, so wird, wenn d nicht sehr klein ist, der. 
Quotient häufig größer als b ausfallen. In diesem Fall muß man ihn 
so lange um 1 verkleinern, bis 20aa’ + a ?= (20a + a’)a’ den Rest 
nicht mehr übertrifft. Hat man die richtige Ziffer a’ gefunden, so 
betrachtet man 10a + a’ als bekannten Teil und wiederholt das Ver- 
fahren, um die nächste Wüurzelzjffer zu bestimmen usw. Bei diesen 
weiteren Schritten wird der Quotient immer häufiger sofort die rich- 
‚tige Ziffer liefern. Z. B. ! 


y? = Y7000000[00 = 2:6457 4 
4 
300 a T 
[329] —-47:7 Tzugrod 
276 —= 46-6 3 
2400 :52—-4 
2096 — 524. | 
30400 :598=5 | 
26425 — 5985 5 
397500 :5290 = 7 
370349 — 52907 : 7 : 
27151 Rest 


oder nach der österreichischen Divisionsmethode: 


V7'0000]0000 = 2:6457 


300 :4—7 zu groß, daher 6 I 
2400 :52 —4 
30400 :528 = 5 
397500 : 5290 = 7 3 
27151 Rest, : 
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10% . Methode der Differenzen zur Richtigstellung der Wurzel- 
zit rn. Die eben besprochene Unsicherheit: in den Wurzelziffern 
kann bis zu drei Einheiten ansteigen; nämlich bei der Wurzel aus 
einer Zahl zwischen 280 und 289 (ohne Rücksicht auf gerade Po- 


"tenzen von 10), z. B. 


V2l84 = 16 
1 
184 2= 
261 29.9 9 zu groß 
224 28:8 8 zu groß 
LOHN 27-7 T zu groß 
156 26:6 6 richtig 

28 Rest. 


Der Quotient kann sogar um 5 Einheiten zu groß werden, z. B. 


v380—=1 
2b. 2— 14 


Biatt des richtigen Wertes 9, nur kann 14 nicht eine Ziffer im Zehner- 
system sein. 


Zur Vermeidung überflüssiger Rechnungen kann die Bemerkung 
dienen, daß die Werte der Produkte (200 + a’)a’ für verschiedene a’ 
einfache Differenzen aufweisen, wie die folgende Zusammenstellung 


| Be 
a’ | (20a -+ a’) a’ | Differenz 
en 

2 1 20at+ 1 et € 
2 Mann 

fe 3 DE a a: 

E 4 BOaHLE 50 rg 
5,1 1000 #28 5 5 

; 6 |.120a+36 |, 113 
7 | 1404 +49 | 041 

E 8.1 1600464 | 5054 17 
9 | 1804 +81 | 

e 

$ 


Hat man daher für a’ einen zu großen Wert gewählt, so subtrahiere 
' man der Reihe nach 


> 


204 +2a —1, 20a +20 —3,. 


bis man eine Zahl erhält, die kleiner als der Dividend ist. So hätte 
man in dem früheren Beispiel 
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ya-ı ie 
184:2=9 29:9 = 261 zu groß jr 
156 — 37 
28 Rest - 224 zu groß 
| — 35 
189 zu groß E 
238 3 
156 daher 6. 


106. DArBOUXsche Methode der Quadratwurzelausziehung. 


Die Unsicherheit in den Wurzelziffern wird auch sehr eingeschränkt bei 


einer von DAarBoux I angegebenen Methode. Sie besteht darin, an 
Stelle der Werte von (20a + a’)a’, wie sie in 1095 angeführt sind, 
äquidistante Werte (eine arithmetische Progression) zu setzen: 


0, 204 +10, 40a + 20, 604a+30,..., 1804 + 90, 
allgemein (20a + 10)a’. Man bemerkt, daß diese Werte um 
0, 79° 018, 98.7941. 795:°7.01. 991. A160. 


allgemein um a’ (10 — a’) größer sind als die Werte (20a + a’)a‘. 
Nun ist die Differenz der vorhin eingeführten arıthmetischen Pro- 
gression 200 + 10, also mindestens 30, folglich liegt jeder Wert 
(20a +.a’)a’ zwischen (204 +10)(a— 1) und (20a4+ 10)a‘.. 
Wenn man daher beim Quadratwurzelziehen statt durch 20a durch 


20a + 10 (oder nach Abstreichung einer Stelle statt durch 2a durch 


2a 1) dividiert, so erhält man entweder a’ oder a — 1 als Quo- 
tienten, je nachdem der Rest (nach Wiederhinzufügung der abge- 


strichenen Stelle), vermehrt um a’(10 — a’), kleiner als 
20a+a@+1)( +1) (20a+ta)a=20a+2a+1 


‚ist oder nicht. 


Der Vorgang ist daher folgender: Man dividiert durch die doppelte 


bisher gefundene Wurzel vermehrt um 1 und bildet mit dem gefun-} 
denen Quotienten q den Ausdruck 


(*) 20a +29+1-—-gqg(10 — g); 


ist dieser größer als der Divisionsrest, so ist der Divisionsrest, ver- 
mehrt um q(10 — g), der Rest beim Wurzelziehen und g die richtige 
Wurzelziffer; wenn nicht, so liefert der Divisionsrest, vermindert um 


den Ausdruck (*), den Rest beim Wurzelziehen und die richtige 
Wurzelziffer ist g + 1. Auch dieses Verfahren ist besonders bei den 
ersten Schritten vorteilhaft. 


RE Mh ne nen 


ie 


a 


07 
Die Anwendung auf Y284 z. B. liefert die Rechnung: 


vas4 — 16:8 
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x 1 
- 184:3=6 20 +2:6+1—6-4- 
x. 1 -9>4 6richtig 
=; | 
24 
2800:33=8 20:16 +2:-8+1—8.2= 
264 = 321 > 160 
160 | 
16 
176 Rest, 


die Anwendung auf V13 die Rechnung: 


V13 = 3'605 


9 
400:7=5 20:-3+2.-5+1—-5.5 = 
35 | —= 46 <50 daher 6 
50 
46 
5 400:73 = 0 20:-36+2-0+1-—-0-.10= 
0 = 711 > 400 0 richtig 
400 | 
0 
40000:721=5 20:-360+2.-5+1—5-.5 = 
3605 5 — 7186 > 3950 5 richtig 
3950 | 
25 
3975 Rest. 


107. Fcuriers Methode der Quadratwurzelausziehung. Wird 
beim Quadratwurzelziehen, wie es bei den bisher gezeigten Methoden 
‚der Fall war, jedesmal der volle Rest bestimmt, so werden die Di- 
visoren immer größer und man bestimmt Stellen, die beim schließ- 
lichen Abbrechen der Rechnung unbenutzt bleiben. Fourıer hat ein 
der geordneten Division (83) nachgebildetes Verfahren angegeben, 
"bei dem dieser Übelstand vermieden ist. Man behält den Divisor, 
"wenn er auf zwei oder drei Stellen angewachsen ist, weiterhin bei, 
"setzt immer nur eine Stelle herunter, muß aber die Bestandteile des 


nz 
& 


Na DD a Ten, 


Fr IR 
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Quadrats des bereits gefundenen Näherungswertes der Wurzel, de 
denselben Stellenwert besitzen wie der eben betrachtete Rest, als 
Verbesserung abziehen. Ihre Bestimmung erfolgt nach der Methode 
der symmetrischen Multiplikation, am bequemsten mit Hilfe eines 


Papierstreifens (wie 59, 83). Ein Beispiel möge das Verfahren zeigen: 


. 
Y 


aD 


VT= 2645751... & 
4 3 
300:4=6 i 
276 = 46:6 F 

2400:52 = 4 2 
2096 — 524 4 E 
3040:528=5 2 


2640 E 
400 546 2| i i 
Verbesserung 25 2645 ° 
3975:528—=7 R 
3696 2 
279 75462] 3 
Verbesserung 70 26457 2 
2720:528=5 3 
2640 | % 
80 575462] % 
Verbesserung Sa, 264575 


701:58=1. 


b 

Braucht man bei einer nach dem Fovrıerschen Verfahren ausgeführten 
Wurzelziehung nachträglich doch den genauen Rest, so kann man ihn 
erhalten, indem man von dem letzten Rest in der Rechnung alle noch 
nicht berücksichtigten Bestandteile des Quadrates der Wurzel unter ge- 
höriger Beachtung des Stellenwertes abzieht; die Rechnung geschieht 
wieder am bequemsten nach der Methode der. symmetrischen Multipli 
kation. Im eben vorgeführten Beispiel hätte man: 2 


701:58 —1 | 
‚528 1575462] 
173 2645751 
80 1575462 
39 | 2645751 
| 1575452] 
10 26a 
1575462] 
1 264571 


1645999 


pt 


r ; - 
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108. Abgekürztes Quadratwurzelziehen. Man kann dem Übel- 
stand, daß beim gewöhnlichen Quadratwurzelziehen überflüssige 

stellen bestimmt werden, auch so ausweichen, daß man anfangs das 
gewöhnliche Verfahren durchführt, von einem bestimmten Punkt 
"an aber jedes Heruntersetzen von Ziffern (oder Anhängen von Nullen) 
“unterläßt; die weitere Rechnung ist dann nichts anderes als eine ab- 
‚gekürzte Division (95). Das Verfahren heißt abgekürztes Qua- 
dratwurzelziehen. ? 
- Man kann den Vorgang auch so auffassen. Ist a der Radikand 
"und b die Wurzel, soweit sie nach dem gewöhnlichen Verfahren ge- 
funden wurde, so wird also der Quotient aus dem Rest a — b? und 


a— b? ; 
55 durch abgekürzte Di- 
vision gesucht und zu b hinzugefügt. Man kann den Fehler ab- 


‘schätzen; man setze etwa 


‘dem Doppelten der gefundenen Wurzel: 


: Va ar b AR x, 

dann ist | a=b?+2bxr +2, 

; DDr x 

Ken aab. 39. 

» 15% 
"Setzt man daher für & den Nähorungswert >, so ist der abso- 
‚Iute Fehler eye 22 

5 ET ERTETE, 


‚der relative Fehler also 3r: Hat nun die schon gefundene Wurzel 


‘b m Ziffern, die alle richtig sind, so ist « kleiner als eine Einheit 
‘der niedrigsten Stelle von db. Denkt man sich daher & und 5 in 
‚solchen Einheiten ausgedrückt, und nimmt man für x den größten 
"Wert 1, für b den kleinsten Wert, nämlich die kleinste m-ziffrige 


Zahl, 10-1, so folgt - <10-”t!, daher 


“ 


mi nm 
a ee, 


k 
‚also liefert das Verfahren die nächsten m — 1 Ziffern richtig. 
Die so bestimmte Wurzel ist also 


a—b! a-+b? 1 a Mi 
+" -3lt3) 


X 


Wird die in I04 durchgeführte Berechnung von Y7, die 2'6457 
"als Wurzelwert und 27151 als Rest geliefert hat, in der beschriebenen 
Weise fortgesetzt, so ergibt sich 

F 


m 


“ 1 


Wk 3 

84 8 9. Potenzieren und Wurzelziehen [108, 109, 110: 
27151: 5,2,9,1,4 — 5131, | E 

165 x 

6 


also ist, auf acht Dezimalstellen genau, Y7 — 264575131. 


109. Ausziehung der Kubikwurzel. Das Verfahren zur. Aus- 
ziehung der Kubikwurzel ist dem für die Ausziehung der Quadrat- 
wurzel analog. Man teilt den Radikand vom Dezimalpunkt aus nach 
links und rechts in Gruppen von je drei Ziffern, bestimmt die höchste 
in der ersten Gruppe links enthaltene Kubikzahl a? und subtrahiert 
sie. Der Rest muß nun, wenn die gesuchte Kubikwurzel gleich 10a +5 
gesetzt wird, gleich 300a?b + 3045? + b? sein. Das größte Glied 
in diesem Ausdruck ist (falls d klein ist) 300a?d; man läßt also 
die anderen vorläufig weg und dividiert, um b zu finden, den Rest 
mit Hinzufügung der nächsten Gruppe durch 300a? oder einfacher, 
nach Abstreichung der letzten zwei Stellen durch 3a?. Mit diesem b 
bildet man nun 300 a?b + 30ab?-+ b° und subtrahiert; ist dies 
nicht möglich (was namentlich im Anfang sehr häufig vorkommt), 


so müssen kleinere Werte von b versucht werden. Z.B. 
V4 = V 4.000000 —158 
j; 
3000.23 9 
[5859] =300-.9+ 30.81 + 729 9 zugroß 
[4832] —= 300:8+ 30:64 + 512 8 zugroßB 
[3913] -300:7+ 30.49 + 343 7 zu groß | 
[3096] .— 300.6 +30: 36 + 216 6 zugroß 


2375  =300:5+30.25+125 5 richtig 
625000 :675— E 
[6446 79] = 300 - 152:-9+30-15-92-+729 9 zu groß 
558512 —300.15°-84+30-15-8°+512 8 richtig | 

66488 Rest. 
; 


Dieses direkte Verfahren der Kubikwurzelausziehung ist ziemlich 
umständlich und wird daher gern umgangen. 


Es 


Das günstigste Verfahren liefern die Logarithmen art andere Ver- 8 
fahren werden in II2, Ii4, 123 angegeben. E 

110. Besondere Methoden für das Kubikwurzelziehen. Die 
für das Quadratwurzelziehen in 105—I08 angegebenen besonderen 
Methoden lassen sich, zum Teil freilich nicht ganz ungezwungen, auf 
das Kubikwurzelziehen übertragen. Doch sollen wegen geringerer 
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Viehtigkeit des Kubikwurzelziehens für das praktische Rechnen hier 
nur einzelne Bemerkungen folgen. 

Die Darsouxsche Methode besteht darin, daß nicht durch 3a°, 
sondern durch 3a? + 3a + 1 dividiert wird; der Quotient liefert 
entweder selbst die nächste Wurzelziffer, oder er muß um 1, in 
manchen Fällen auch um 2 erhöht werden. 

Genaueres etwa bei Lürorz I, S. 158. 


Wird nach einigen Schritten nicht mehr heruntergesetzt, sondern 
abgekürzt dividiert, so erhält man das abgekürzte Kubikwurzel- 
ziehen. Ähnlich wie beim abgekürzten Quadratwurzelziehen (108) 
bekommt man, wenn m Ziffern der Wurzel bereits bekannt sind, noch 
m — 2 weitere richtige und eine auf eine Einheit unsichere. In der 
Tat, ist a der Radikand, b die bereits gefundene Kubikwurzel und 


Ya = b+2, 
so folgt 


a=b’+39c +30? +2, 2 = —- — I — 393 


f 5 8 
‘der absolute Fehler wird also durch - + wi 


3B und da das zweite 


2 
Glied gegen das erste klein ist, genügend genau durch z der rela- 


tive daher durch 5- angegeben, woraus sich die angegebene Aussage 


ablesen 13ßt (vgl. 108). 

- Der gefundene Wurzelwert ist | 
a—b? a-+2b? 1 a 

e BE nn an alte) 

MM. Ausziehung höherer Wurzeln. Auch für die Ausziehung 
von Wurzeln mit Exponenten über 3 gibt es direkte Methoden, die 
sich jedoch für das praktische Rechnen nicht eignen, weil sie viel zu 

"umständlich sind. 

Nur um dem, wie es scheint, verbreiteten Fehlurteil (man möchte fast 


'Aberglauben sagen) entgegenzutreten, als sei man bei der Berechnung 
etwa der fünften Wurzel auf indirekte Methoden angewiesen, möge etwa 
die Berechnung von v2 skizziert werden. Die Ganzen betragen offenbar 
1, der Rest ist 2— 1°—=1; wird nun die Wurzel 1b genannt, so muß 
der Rest 1 gleich 55 + 105? + 106° +55‘ + b°sein. Um die nächste Ziffer 
zu finden, nehme man vorläufig nur das erste Glied 5b als das größte, 
dann hat man 10,0000 durch 5 zu dividieren, was 1 liefert (da 2 offen- 
kundig zu groß ist. Nun bilde man 


- 
5 50000 -1 + 10000-1?-+ 1000 .1°+50-1*+ 1° = 61051 


und subtrahiere von 100000, so erhält man den neuen Rest 38949. 
"Ähnlich wäre fortzufahren. | 


” 


4 
“>, 
+ 


ee we dd A en > A; r % 
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In besonderen Fällen, nämlich wenn- sich der Wurzelexponent ir \ 
die Faktoren 2 und 3 zerlögen läßt, kommt man mit dem Quadrat- 
und Kubikwurzelziehen aus, so z. B. 


Ya-VYa, Va— Va um 


In allen anderen Fällen tut man gut, andere Rechenverfahren an- 
zuwenden. 5 


Das wichtigste dieser Verfahren ist die logarithmische Rechnung «27, 
andere werden in II2, 114, 123 mitgeteilt. 


112. Wurzelausziehung mit Hilfe der binomischen Entwicklun 
Ein sehr bequemes Verfahren zur zahlenmäßigen Berechnung m 
Wurzeln liefert die binomische Entwicklung, die Anwendung der 
Taytorschen Entwicklung auf Potenzen mit beliebigen, also auch ge- 
brochenen, Exponenten. Die Formel der binomischen Entwicklung 
wird in den Lehrbüchern der Differentialrechnung*) hergeleitet; sie 
lautet 


ee 


Dabei sind die verallgemeinerten Binomialkoeffizienten 


k\  k (k\_k-k—1 Fre k-k—1:k—2 
()-:: (5)- 1-2 6 ES ee 


ferner ist 6 eine Größe, von der nur bekannt ist, daß sie zwischen 0 
und 1 liegt. 5 
Insbesondere hat man für k = = » 


1 » 
= 1 1 1 15) 
) a a et Te 


+ („3er +(@)arQa + 92) 3°”, 


» &, vi Teig 
NETT 


fürk= — 


Vahs-d ae +22 nit 


+ er) ara + 09°”, 


*) Siehe z. B. Serrer-Scuherrers Lehrbuch der Differential- und Inte- 
gralrechnung, Leipzig und Berlin, I. Band, Nr. 125; Kırreer, Differential- 
rechnung, Hannover, viele Auflagen, $ 44; "NeRNST- ScHÖNFLIES, Einführung, 
in die mathematische Behandlung der Naturwissenschatten, München, 
viele Auflagen, VIII. Kapitel, $ y SCHRUTKA, Elemente der höheren 
Mathematik, 1. Aufl. Wien und Leipzig 1912, Nr. 319, 2. Aufl. Wien un | 
Leipzig 1920, Nr. 359. ; 


TE DE a hin es 
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% 3 1 ; 
Dr 4 Fr 1 3 7 77 
EVirz- U tjeit TE tr ntt 


n 


5 i Be („2a + (#) xr(1 + 92)° 


für k= - 
mi Zi 1 21 
Ehre -Utmi-1r;2—- a et 
Ku ı HE> 
Ri + (12 )e+(G )ar(1 + 09)5 ; 
für k— I | 
| 2 
Vers -VirR-aH tere he 
Er 2 ER 
+ 6 3 et4 OEL + 0x)? s 
i 
für k = 7 
h 1 


2 Y SEN 5 
(+2) 1 getge get 


heart” 


* Die binomische Entwicklung eignet sich nur dann zur Berechnung, 
“wenn man nicht viele Glieder nehmen muß, also mit einem kleinen 
"Wert von »n auslangt. Da in dem sogenannten Restglied 


: (A)arc + Ga), 


“dem einzigen, das nicht genau angebbar ist, sondern abgeschätzt 
werden muß, x” vorkommt, so erkennt man, daß die Entwicklung 
um so günstiger ist, je kleiner |x| ist. Man muß also trachten, daß 
die Basis 1+x Kahe bei 1 liegt. 

Ist nun etwa a* zu berechnen, so verschaffe man sich zunächst eine 
"Zahl a’ in der Nähe von a, für die a’* leicht angebbar ist, dann ist 


2) 


 Scurürka, Zahlenrechnen ‘ 7 


a 
‚@ nahezu ‚# X 


at=a 


u) 


ER 
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REES AR UR ; 
und nun wende man auf wi die binomische Entwicklung an. 


Zahl a’ kann man oft aus der binomischen Entwicklung selbst er- 
halten, indem man nur die allerersten Glieder berechnet. Will man 
eine große Genauigkeit erreichen, so ist es zweckmäßig, zunächst 
einen weniger genauen Wert zu bestimmen, sich daraus ein noch 
günstigeres a’ zu verschaffen und den ganzen Vorgang zu wiederholen. 

Man kann bei der Berechnung entweder das Restglied ganz weg- 
' lassen und nur abschätzen, welchen Einfluß es im äußersten Falle 
haben könnte, oder man schließt es zwischen zwei Schranken ein, 
ee + 0x einmal 1, einmal 1 + x wählt; dies gibt die 
Schranken 3 


(„)e* und (7): A+9m-()erzrlte. 


Hierin kommt die Größe (1 + x)*, die zu bestimmen ist, seibad 
wieder vor, doch reicht man an dieser Stelle offenbar auch mit einer 
oberflächlichen Abschätzung aus. | 


113. Beispiel für die Anwendung der binomischen Entwicklung. 


Ein Beispiel möge den Vorgang erläutern. Ist V! zu bestimmen, so, 
kann man etwa das en Quadrat 9 heranziehen: 3 


Br 
=] 
| 
I 
ac 
1 eo 
| 
(SU) 
o| 
ET AR 


+ Ne” 


Läßt man das Restglied ganz weg, so beträgt der Fehler, absolu 


i 

| 

t 

genommen, weniger als : 
a n Re r a 

Ole <IOle 


Mer Srr- 


Will man daher für V7 eine absolute Genauigkeit von etwa —_ 


1 


300 


daher für ve von = haben, so muß man n=5 nehmen, denn 


1 

RE OR gi 
2 == — == — an NEBEN en 
6 16°. a 313 < a2’ 16 22 — 300 
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er. = ANZ EE 143 
ö 9 162 10° 
Vvi=% — 264815. 


Genauer wird das Ergebnis, wenn man das Restglied in Schranken 
einschließt: 1 — 0 liegt zwischen 1 und 1 - = > daher 


Er 05 zwischen 1 und y: > ve er 2 ae En 
TE Ve 

Bas | 

| ER 

TDEBENOlC, 


\immt man wieder » = 3, so sind die beiden Schranken 


% 1 2E°7 1 1 

3 SET LIT TEST eh ehe: 
4 1 93 1 1 

gg ee en Tage 0 O0ORS, 
S 

Also liegt- yT zwischen 

# 2:64815 — 3 : 000128 = 2°64431 

E 2:64815 — 3 : 0'00068 = 2'64611. 


E Wollte man M% recht genau erhalten, so könnte man etwa den 


Näherungswert 7, —— = verwerten: 


& Ace 143\?2 7:54? 143 an: 
BE. vr 143? 654 20449? 
E 412 


r land. - r AT 


ine vorteilhafte Anwendung der binomischen Entwicklung. 
7* 


ist sehr wenig von 1 verschieden und gestattet 


“ 
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114. Wurzelausziehung als Auflösung von Gleichungen. Die 


n . . . 2 A, 
Berechnung von Ya ist nichts anderes als die Auf lösung der soge- 
nannten binomischen oder reinen Gleichung Tr 


rat. e 


Es können daher alle für die Auflösung der Gleichungen im allge- 
meinen brauchbaren Methoden hier ebenfalls Anwendung finden. Die 
Darstellung dieser Auflösungsmethoden ist ein Gegenstand der Al- 
gebra*). | | 

Nun zeigt es sich, daß einzelne von diesen Methoden sich auch für 
den besonderen Fall, um den es sich hier handelt, besonders gut eignen, 
Diese sollen daher besprochen werden. E 


115. Wurzelausziehung nach der NEWTONschen Näherungs- 
methode. Die sogenannte Newronsche Näherungsmethode be- 
steht darin, daß man von einem Näherungswert ausgeht und die noch 
notwendige Verbesserung als neue Unbekannte betrachtet. Da sie klein 
ist, so läßt man alle ihre höheren Potenzen weg, so daß sie aus einer 
linearen Gleichung bestimmt wird. Man bekommt so einen besseren 
Näherungswert und kann, wenn dessen Genauigkeit nicht ausreicht, 
' das Verfahren wiederholen. Wendet man diesen Vorgang auf die 
Gleichung | 


e"—a=0 

N ı 7 © 
an, so hat man von einem Näherungswert 5 von Ya auszugehen, setze 
z=b+h 


(+A"—a=0, daher D’Indr-n a0, 


“ 


woraus sich für die Verbesserung der Wert _. daher für die 
Wurzel der neue Näherungswert 

ab atn—ıib -11— a 

Den er 


*) Es sei hier etwa genannt: K. Runge, Praxis der Gleichungen [Samm- 
lung Schubert 14], Leipzig 1900; 2. verbesserte Aufl., [Göschens Lehr- 
bücherei I 2] Berlin und Leipzig 1921; H. Weser, Lehrbuch der Algebra I, 
Braunschweig 1898, 10. Abschnitt; kleine Ausgabe in +inem Bande, Braun- 
schweig 1912, 7. Abschnitt; Serrer, Handbuch der höheren Algebra I, 
Leipzig 1878, S. 263—304; Scururka, Elemente der höheren Mathematik, 
1 Aufl., Wien und Leipzig 1912, $ 42; 2. Aufl., Wien und Leipzig 1920, 
8 48. | WR | 


» 


er BE PRn 


= 
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‚ erkennt in den Formeln in 108 und I10 besondere Fälle dieser 


(a — br)b 
na 


BER 


In F . 1 — * 
zu setzen und ng {m voraus zu berechnen, so daß dann auch bei 


"wiederholter Anwendung der Methode keine Division mehr erforder- 
lich ist (vgl. 85). 

Allerdings ist die Genauigkeit dieser Formel bei kleinem Exponenten » 
; geringer, vgl. Scururkı IY. 


z Eine Annäherung ähnlicher Art ist von Parrow angegeben worden, 
siehe Laure I. 


3 
116. Wurzelausziehung nach der Regula falsi. Bei der Regula 
falsi verfährt man so, daß man zwei den Wurzelwert einschließende 
 Näherungswerte zum Ausgangspunkt wählt und ihr Intervall im Ver- 
Obältnis der Abweichungen einteilt. Sind d und b’ zwei Näherungswerte 
“von Ya, so hat man als Abweichungen 5*— a und Ö”* — a und findet 
‚als verbesserten Nüherungswert 


a — br 
4 een a head Fe 7 eu ir W- 0) = 
2 a — br 
4 sr pp... pet 


Der gewöhnliche Fall ist der, daß, = Einheiten der letzten Dezimal- 
‚stelle ausgedrückt, b’=b-+1 ist; die Formel lautet dann 


Be 


Be Re b BER Bu Er 
; Moe 


Man erkennt hierin die Formel der Darsouxschen Methode (106, 110). 
"Eigentümlich ist dieser aber die weitere Entscheidung über die Richtigkeit 
‚der gefundenen Ziffer. 

x 

117. Tafeln von Wurzeln. Quadrat- und Kubikwurzeln Ko 
häufig vor (z. B. bei geometrischen Rechnungen), während ihre Be- 
rechnung recht mühsam ist; aus diesem Grunde sind tabellarische 
Zusammenstellungen hier Ba alent wertvoll. 

Man findet Tafeln der Quadratwurzeln fast in allen Tafeln, Tafeln 


Kubikwurzeln recht häufig. Besonders ausgedehnt sind die Tafeln 
ı Bartow II: bis 10000 siebenstellig, Vesa-Hüusse 1: bis 10000, 
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und zwar die Quadratwurzeln zwölfstellig, die Kubikwurzeln sieben. 
stellig, „Hütte“ I: bis 1100 vierstellig, KönLer H: bis 1000 sieben- 
stellig, Lisowseı I: bis 1000 vierstellig. ® 


Tafeln höherer Wurzeln scheinen keine vorzukommen. inen un- 
vollkommenen Ersatz bilden die Tafeln höherer Potenzen (103), 
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113. Berechnung des Wertes eines Polynoms nach HORNER, 
Unter einem Polynom (einer ganzen Funktion) einer Veränder- 
lichen (nur solche kommen hier vor) versteht man bekanntlich eine 
Summe von Potenzen der Veränderlichen, jede mit einem Koeffizienten 
multipliziert. Wird ein Polynom von x nach den ‚Exponenten geordnet, 
so hat es die Gestalt 


Fe) = a2" +a, RE Re 


Der höchste Exponent, hier », bestimmt den Grad (die Dimension) 
des Polynoms. 

Um den Wert des Polynoms für einen bestimmten Wert x, dosl 
Arguments x zu berechnen, kann man, um nach dem in 96 Gesagten. 
an Multiplikationen zu sparen, folgende Bra anug vornehmen; , 


F(xo) N ( %: (((ay%o + a,) To + A,) To + Ag)&p + PARr- u a...) X En a, ; 


Für die Durchführung der Rechnung hat W. 6. Horner 1819 ein ber 
quemes Schema angegeben: 


Ay a; UF REERSE An 5 

2o| Ay 9 ta (aa ta) tar ..: F(&,) : 
Man überzeugt sich sofort, daß | E 
Fea)=a,0" +ta,@" "it... +04, = | 


— (aa )[aa" + (a2 + a)" + ((ay80+ at as) ei 
Be -(ay&, 4 a,)°: )2o+a, 


ist. Es sind demnach die beim Hornerischen Schema auftretenden 
Zwischenergebnisse nichts anderes als die Koeffizienten des Quotienten 
bei der Division von F(x) durch © — x, und das Endergebnis F(@o) 


I RT we # & Pr X 
„ww ® 


Dr 
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runde auch das Hornerische Divisionsverfahren genannt. 


Es ist zweckmäßig, das Endergebnis, etwa durch Unterstreichen, von 
den Zwischenergebnissen zu unterscheiden. 


3 Um z. B. den Wert von x* —. 72? + 5x — 20 für x= 12 zu be- 
stimmen, hat man folgende Rechnung: 


a EN 
3 12 | 1 12 137 1649 19768 


119. Anpassung des HornERischen Verfahrens an das Posi- 
tionssystem. Das Hornerische Verfahren läßt sich noch so um- 
"formen, daß immer nur eine Ziffer von & in die Rechnung eintritt. 
Um dies zu erreichen, denke man sich x durch Abtrennung einer 
Ziffer in zwei Teile zerlegt; es wird daher überhaupt zu untersuchen _ 
‘sein, in welcher Weise ein in zwei Teile zerlegtes Argument 
x=p-+x bei der Rechnung zu behandeln ist. 

- Denkt man sich 


Fo+2)- alte +taßtE + tm dtz)ta, 


1 ach den Potenzen von x geordnet, so entsteht jedenfalls wieder ein 
Polynom nten Grades: 

E ! / [4 

2 Wer ta write. +8 

Man nennt dies die Transformation des Polynoms F(x) auf das 
neue Argument x’ vermöge der Substitutione=p+ x. 


- Die Transformation kann theoretisch auch nach der Tarrorschen Ent- 
icklung durchgeführt werden.*) 


Man bemerkt sofort, daß a, = a, ist. 
‘ Die übrigen Koeffizienten ergeben sich in der Reihenfolge von 
rechts nach links als Reste, wenn man F(x) durch « — p dividiert, 
den Quotienten abermals, usf. Diese aufeinanderfolgenden Divisionen 
önnen beim Hornerischen Verfahren unmittelbar aneinander ange- 
chlossen werden. 
| K, Danach kann die Berechnung von # — 72?+5x2— 20 für «=12 
= Ziffer um Ziffer folgendermaßen ausgeführt werden (statt der Unter- 
Streichung pflegt man eine gebrochene Linie zu ziehen): 


_ *) Man vergleiche etwa Scururka, Elemente der höheren Mathematik, 
. Aufl., Leipzig u. Wien 1912, Nr. 437, 445; 2. Aufl., Leipzig u. Wien 
920, Nr. 550, 559. 


r 


en 
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ba ET 690% 

ı0lı 10 9 935 9330 
1 20 293 3865 | 19768 
1 30 593 [5219 
1 40 ] 677 

»2.].12742 


Kommen beim Argument Stellen daran, die bei den Koeffizienten 
nicht vertreten sind, so sind in der ersten, zweiten, dritten usw. Spalte 
er 1,02; Nullen anzuhängen. So wäre z. B. der Wert von 
a — 722 e 52 — 20 füra— 12: 5 folgendermaßen zu berechnen: 


RN ORET 5 30: 
101.4 10° 793 935 9330 
120-293 3865 197680000 
i. 30 593 15219 233628125 
140 | 677 6749000 
-2|1 42 765 [7189635 
1 44  857°0o 
1 46 [88125 
8%) 
5I1 485 


Die Anwendung auf ein Polynom ax ergäbe ein Verfahren für die ’ 
Multiplikation, bei dem jedes Teilprodukt einzeln addiert wird. A 


120. Awendinn auf das Potenzieren. Wendet man das Hor- 
nerische Verfahren auf das Polynom x” an, so erhält man eine neue 
Methode für das Potenzieren; diese Methode ist sogar in den meisten 3 
Fällen die allerbequemste für das Ziffernrechnen. i 


Um z.B. den Kubus von 1089 zu berechnen, hat man folgende 
Rechnung: F 


1m 0 0 
1 Ba ner ER a 1000000 
2 30000 1259712000 
1 300 |32464 | 1291467969 


.08|'1 308 3499200 
1 316 [3528441 


u - { 1 ‘3 
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a Für das Quadrieren insbesondere ergibt sich das auch sonst nahe- 
liegende und häufig empfohlene Verfahren, jedesmal die beiden Glie- 
der 2ab+ b? zu (24 + b)b zusammenzufassen, z. B. 127°: 


12. HoRNERs Verfahren zur Auflösung von algebraischen 
‚Gleichungen. Wenn man das Hornxerische Verfahren auf ein Poly- 
nom F'(x) anwendet, dabei aber den Argumentwert nicht vorschreibt, 

sondern vielmehr Ziffer für Ziffer so bestimmt, daß der Funktions- 
wert immer genauer Null wird, so bildet sich eine Wurzel der alge- 
‚braischen Gleichung F(x) = 0. Das Verfahren ist von W.G. Horner 
1819 angegeben worden. 


Auf die Untersuchungen zur Auffindung aller Wurzeln einer Gleichung 
kann hier nicht eingegangen werden; es sei vielmehr auf die schon in 
Il4 genannten Darstellungen verwiesen. 


Zur leichteren Bestimmung der Ziffern kann die Bemerkung dienen, 
‚daß die Koeffizienten nach rechts hin im allgemeinen anwachsen (und 
zwar, je weiter die Rechnung vorschreitet, um so mehr), daß daher 
‚eine Näherung für die Ziffer gefunden wird, wenn man nur die bei- 
‚den letzten berücksichtigt und daher den letzten Koeffizienten durch 
‚den vorletzten dividiert (der vorletzte Koeffizient dient, wie die Eng- 
länder sich ausdrücken, als Versuchsdivisor). 


Offenbar wird man zweckmäßig von beiden Koeffizienten (unter Be- 
achtung des Stellenwertes) nur die höchsten Stellen heranziehen. 


Das Prinzip dieser Annäherung unterscheidet sich nicht von dem 
der Newronschen Näherungsmethode (114); denn betrachtet man die 
hinzuzufügende Ziffer als Verbesserung, so bleiben vermöge der Weg- 
lassung der vorhergehenden Koeffizienten eben gerade deren höhere 
Potenzen unberücksichtigt. 


Als Beispiel werde etwa die zwischen 2 und 3 gelegene Wurzel 
der Gleichung &°+ x = 11 approximiert: 


” 
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117D 1 — 11 
5 — 1000000 


4 130000 | — 60257000 & 
600 134249 — 4738776000 & 
13854700 — 566887593 EÜ 


13879556 
1390442800 


47:14. Die Wurzel. ist 20743. 


122. Abgekürztes HorNERisches Auflösungsverfahren. Die 
Auflösung einer algebraischen Gleichung nach dem Hornerischen 
Verfahren leidet an einem Übelstand, wie er auch schon in 95 und 
108 aufgetreten, daß nämlich Stellen mitgeführt werden, die beim 
Abbrechen der Rechnung unbenutzt bleiben, Man kann dem jedoch 
auf folgende Art ausweichen. Bedenkt man, daß jedes Stadium der 
Rechnung, wie es durch die gebrochenen Linien festgehalten wird, 
eine durchgeführte Transformation (119) der Gleichung darstellt, so ” 
erkennt man, daß es erlaubt ist, an solchen Stellen alle Koeffizienten ° 
durch einen gemeinsamen Faktor zu dividieren; als solche Faktoren 
kommen insbesondere Potenzen von 10 in Betracht. Man kann also ° 
z. B. statt an die Koeffizienten O, 1, 2, 3,... Nullen anzuhängen, ” 
vom ersten eine Anzahl Stellen abstreichen, vom zweiten um eine ° 
Stelle weniger; vom dritten wieder eine Stelle weniger usw. Hierbei ° 
kommt es häufig vor, .daß die Koeffizienten links, die langsam ge- 
wachsen sind, ganz abgestrichen werden. Die Rechnung geht dann ° 
so weiter, als ob der Grad der Gleichung niedriger g geworden wäre. 
Man kommt auf diese Weise schließlich zu einer Gleichung ersten 
Grades, mit anderen Worten, auf eine abgekürzte Division. ® 


Diese Division fällt mit den Versuchsdivisionen zur EEE der‘ 4 
Ziffern im wesentlichen zusammen. = 


Die hier beschriebene Rechenweise heißt das abgekürzte Hor- 
nERische Verfahren. E. 
Zur Erläuterung möge die Anwendung auf die Gleichung’ +2 =11 
aus I2i gezeigt werden. Es möge etwa nach Bestimmung der Ziffern ° 
2,0, 7 mit dem Abstreichen begonnen werden und zwar so, daß beim 
jebeben Kosfäzienten reohie dis sechs Dezimalstellen bleiben: Ri 


a. 
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1°. 0% 1 rl 
L 3.2 DO -— 1000000 
E74 130000 | —60257 
3 1 600 | 134249. — 4745 
; 1 138547 — 575 
1 614 | 13878 IR 
; Kae 13902 


1390 


97 


3 Die Wurzel lautet demnach 2074341. Man hätte noch von den 
abgestrichenen Stellen Korrektur nehmen können, um ein genaueres 


gene zu erzielen. 


123. Anwendung auf das Wurzelziehen. 


man für VT. folgende Rechnung: 


Wendet man das 
eeraisihe Auflösungsverfahren auf reine Gleichungen an, so erhält 
‚man ein sehr vorteilhaftes Wurzelausziehungsverfahren. So z. B. hat 


7.4 —7 
DE E,25 —300 
1 40 | —2400 


— 27151 
— 694 
— 165 

—6 


R 


BEE 


1 46 — 30400 
1 520 — 397500 


Wie der Vergleich mit I04 und 108 zeigt, ist die Rechnung beinı 
Quadratwurzelziehen nur in der Anordnung von der früher gezeigten 
‚verschieden; der Vorteil liegt nur darin, daß dasselbe Schema für 
‚alle Fälle anwendbar bleibt. Wesentlich ist dagegen der Gewinn bei 


‚höheren Esponenten. Es werde noch V2 bestimmt (vgl. Ill): 


= 


en 


ee.) 


an 3 
e' 
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1. R0 0 0 1) —2 
1 1 1 1 1 1 — 100000 
172% 2 3 4 5oooo| — 38949 
VESD 6 100 00 61051 — 7461 
Losnd 1000 11051 73205 — 629 
{. 50[.1051° 12154 | 7872 — 27 
1 1 51 1103 13310 | 8498. 
1 52 1210| 138 854 
17.0 258...1910) 149 
1 A a ale 
ERS EA DD 1 14 
a 3 a 


Also ist Y2 = 11487. 


124. Verwendung der Rechenmaschine beim HorNERischen 
Verfahren. Die Rechnungen beim Horxkrischen Verfahren lassen 
sich vorteilhaft mit der Rechenmaschine ausführen, wenn deren Stellen- 
‚ zahl ausreicht. Beim Einsetzen eines vorgeschriebenen Arguments” 
können die Spalten des Hornerischen Schemas eine nach der an- 
dern ausgefüllt werden. Bei der Auflösung einer Gleichung dagegen 
ist dies nicht möglich, wenn man nicht auf den Vorteil, daß die im 
Schaltwerk eingestellten Zahlen immer nur in wenigen Stellen zu 
verändern sind, verzichten will. In diesem Falle braucht man daher 
für eine Gleichung nten Grades n — 1 Rechenmaschinen, da immer 
mit je zwei Nachbarspalten gerechnet wird, beim ersten Paar aber 
die Hilfe der Maschine entbehrlich ist. Dihe steigen, wie leicht zu” 
sehen, die Ansprüche an die Stellenzahl der Maschine von links nach 
rechts. Übrigens ist es bei einfachen Koeffizienten oft möglich, auch ° 
mit weniger Maschinen auszureichen, indem man gewisse Operationen 
im Kopf ausführt. Die Beunizung. mehrerer Rechenmaschinen hat 
auch beim Einsetzen vorgeschriebener Argumente den Vorteil, daß’ 
kein Zwischenergebnis aufzuschreiben ist. E 

Es können nun noch zwei verschiedene Rechenweisen angewendet 
werden. Die eine zur Auflösung von Gleichungen von Meunmke (I) 
eingerichtete schließt sich genau dem Horxerischen Schema, wie es” 
im vorigen angegeben wurde, an. Die andere, für das Quadrat- ° 
wurzelziehen von TOEPLER (siehe Reutzaux I) angegebene und auf 
die Auflösung von Gleichungen von SoHruTKA (I) übertragene, unter- E 
scheidet sich von dieser dadurch, daß die Transformationen noch zer- } 


. ’ % . 
sr s 
cbre \ “ 
R # Y 
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legt werden, indem die Ziffern des Arguments immer um eine Ein- 
"heit abgeändert werden. Es würde z. B. statt des Schemas für die 


Berechnung von Y7 das folgende eintreten: 


17,0 —T 


td 


usw. 


Die Zwischenwerte 2, 42, 44, 46, 48, 50 brauchen „nicht wirklich 
im Schaltwerk eingestellt zu Werden, 

Das erste Verfahren hat offenbar die größere Schnelligkeit für 
sich, namentlich wenn eine eigentliche Multiplikationsmaschine (70) 
zur Verfügung steht. Das zweite erfordert auf jeden Fall so viele 
Kurbeldrehungen, als die Ziffernsumme des Arguments beträgt, und 
Umstellungen des Schaltwerks nach jeder Kurbeldrehung, dagegen 
entfällt bei ihr jede Unsicherheit über die Ziffern der sich bildenden 
"Wurzel, da stets so weit zu rechnen ist, daß das Absolutglied der 
Gleichung sein Vorzeichen nicht wechselt. 


Auch bei diesen Rechenweisen können, wie in 73, durch Anwendung 
negativer Ziffern Vorteile erzielt werden; doch kann hier eine nähere 
Ausführung wohl unterbleiben. 


125. Auflösung quadratischer Gleichungen nach FouRiER. Es 
sei noch erwähnt, daß Fourier sein Verfahren zur Ausziehung der 
Quadratwurzeln (107) auf die Auflösung aller quadratischen Glei- 
‚ehungen übertragen hat. Denkt man sich die quadratische Gleichung 
auf die Form gebracht 

x +p)=q 
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so handelt es sich darum, zwei Zahlen zu finden, die zur Diferenz. p 
zum Produkt q haben. Man bestimmt daher eine Ziffer nach de: 
andern, so daß die Differenz in den Anfangsziffern mit p überein 
stimmt, und das Produkt dem Wert g möglichst nahekommt, es abe: 
nicht überschreitet, Sobald die Differenz genau » geworden ist, sin« 
die weiteren Ziffern für beide Faktoren gleich. Es sind daher ein- 
fache Koeffizienten p dem Verfahren besonders günstig. 


Als Beispiel werde die Gleichung des Goldenen Schnitts +2 —1 —( 
behandelt. Man gebe ihr die Form 


<< +1)=1. 


Wie leicht zu sehen, ist x= 0'6....; die Rechnung ist weiter folgende 


100 x = 0:61803 
96=6:16 
40:22 =1 
22 
18 161 
Verbesserung 1 61 
| 179:22 = 8 “ 
176 : 
8 8161 e> 
Verbesserung 16 618 2 
14:22 = 0 32 
& 0 a 
Er 14 08161 
Verbesserung 64 6180 ER 
71:2 = 7 


Der Divisor 22 ist 6 + 16, die Summe der Werte von z und & + 1 
‚mit den bisher bestimmten Ziffern. 

Wäre q negativ, so wären die hinzuzufügenden Ziffern nicht gieialis 
es wäre dann am besten, durch eine einfache Transformation die 
Wurzeln (falls = reell sind) gleichbezeichnet zu machen. Um z.B. 
die Gleichung 2? — x + 0'1 = 0 zu lösen, deren Wurzeln bei 1 und 
bei — 0'1 liegen, könnte man +1 = y setzen: 


9-1 —1)+01=0, Y—39y—19=0, yy- 3-1 


und jetzt das Fourıersche Verfahren anwenden. e ee 
Unter gewissen Voraussetzungen kann ein ähnliches Verfahren 3 
bei anderen Gleichungen Anwendung finden; siehe darüber ee 


S. 194, deutsch S. 187. | 


sa 
he 
r 


| 
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Er) wenige. Der Grund liegt An daß jeder Koeffizient 
einen Eingang nötig macht, 

Immerhin gibt es Tafeln des Polynoms x° — x von Barr.ow I], 
der Polynome &’ + x von Kurik 11. 


- Sie dienen zunächst zur Auflösung reduzierter kubischer Gleichungen 
x’ -px=q, indem man sie durch die Substitution z=Ypz auf die 
Form 2? +z= a bringt. 

pVP 
> 2 i 
_ Kleinere Tafeln der Polynome + 2°, Ze’ +2, A — a, 2 — = 2, 
1 1 2 
+ SERIE ze -,@+&)i1 a), (-)(l+r) 
im Anschluß an gewisse einfache geometrische Aufgaben enthält 
Hecer 1. 

_ Manchmal kann man Tafeln aus andern Gebieten heranziehen, 
so z. B. für das Polynom ax? die Tafel für Trägheitsmoments Se 


Br 


. $1l. Logarithmen. 


$ 127. Grundeigenschaften der Logarithmen. Unter dem Loga- 
rithmus der Zahl x zur Basis (Grundzahl) a versteht man be- 
kanntlich den Exponenten &, für den 


e=x 
it; man schreibt 


&—log,x (auch *logx und ähnlich). 


3 


| Die Zahl x nennt man in Beziehung auf den Logarithmus den Nu- 
merus (auch wohl den Antilogarithmus, vgl. 133) und schreibt 
zuweilen x = numlog& (auch num 5); 
in Es raktiächen Rechnungen findet sich auch häufig die Bezeichnung 
el falls & numerisch gegeben ist. 
Beide Bezeichnungen sagen nichts anderes aus, als a und haben nur 
len Vorteil, daß sie auf der Zeile verbleiben, die Einschließung i in eckige 
Klammern überdies den der Kürze. 
Aus den R=chenregeln für Potenzen folgen sofort die Grundeigen- 
schaften der Logarithmen | 
2 log,a=1, 


& log, 1= 0; 


sur 
= 
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ferner log, xy = log,= + log, 9, 
” 
log, a log, x — log, 9, 


(insbesondere log, a = — log,Y), 


log, * = klog, x, = 

log, Vz — - log,#; ; 

endlich & 

(*) log,c = log, blog, c, 3 

"insbesondere | | D | 
(**) pn “ 


log,a 


Für das Zahlenrechnen hat namentlich die zweite Formelgruppe 
ihre Bedeutung; sie lehrt, daß der Übergang zu den Logarithmen 
eine Herabsetzung der Stufenzahl aller Operationen zur Folge hat? 
Multiplikationen werden in Additionen, Divisionen in Subtraktionen, 
Potenzierungen in Multiplikationen, Wurzelausziehungen in Divisionen, 
verwandelt. Da hiermit eine Erleichterung für die Rechnung eintritt, 
so erklärt sich der große Wert der Logarithmen für das Zahlen- 


S 
rechnen. @ 


Bei der Berechnung von Aggregaten von Logarithmen kommen. 
die Betrachtungen in 43 und 44 zur Anwendung (vgl. auch 129). 


128. Logarithmensysteme. Die Logarithmen aller Zahlen zur 
selben Basis bilden ein Logarithmensystem. & 


Jede positive Zahl (außer 1) kann als Basis eines Logarithmen- 


systems genommen werden. Es sind aber nur zwei Logarithmen- 
systeme tatsächlich in Gebrauch gekommen, erstens das der Brig- 
gischen (gewöhnlichen, gemeinen, vulgären, dekadischen, 
künstlichen) Logarithmen mit der Basis 10, zweitens das der 
natürlichen (Nererschen, hyperbolischen) Logarithmen mit. 
der Basis e = 2718281828459... 2 

Die Wahl der Basis 10 liegt sehr nahe und gewährt auch mannig- 
fache Vorteile (siehe besonderes I29); es finden darum beim Zahlen- 
rechnen so gut wie nur die Briggischen Logarithmen Anwendung. 
Aus diesem Grunde pflegt man auch die Basis bei ihnen gar nicht 
anzugeben und einfach log & zu schreiben. Andere Bezeichnungen 
sind log vulg x, log brigg x, Lx, Log x. Die natürlichen Logarith-" 
men hingegen werden, weil sie besonders einfache Differentiations- 
regeln aufweisen, in der höheren Mathematik fast ausschließlich ge- 
braucht; als Zeichen dient 1x, log nat x, In, log hyp x, Ig x, auch 
wohl log «. Mu E 


: r 
7] 
y 
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Nach (*) in 127 sind die Logarithmen verschiedener Systeme pro- 
portional; der Umrechnungsfaktor heißt der Modul des einen Systems 
in bezug auf das andere. Insbesondere ist der Modul des Briggischen 
Systems in bezug auf das natürliche 


1 . 
loge = Utz 0 4342944819, 


der des natürlichen in bezug auf das Briggische 


ErOr- — — 2:3025850930. 
0ge 


Zur Erleichterung der Umwandlung finden sich in den meisten Loga- 
rithmentafeln Vielfachentafeln (vgl. 52, 54) dieser beiden Umrechnungs- 
faktoren bis zum neunfachen, oder bis zum neunundneunzigfachen, oft 
auf mehr Stellen als die Tafel sonst aufweist. } 


Im folgenden kommen nur Briggische Logarithmen vor (ausge- 
nommen in 140) und es wird daher kurz von Logarithmen gesprochen 
werden. 


129. Kennziffer und Mantisse. Die ganze Zahl eines Logarith- 
mus wird seine Kennziffer (strenggenommen richtiger: Kenn- 
zahl) oder Charakteristik, der angehängte Dan nach 
'J. Waruıs seine Mantisse ERS 

K. Fr. Gauss verwendet das Wort Mantisse auch für die Ziffern eines 


beliebigen Dezimalbruchs. 
Über den Punkt als Dezimalzeichen bei Logarithmen vgl. 17. 


Die Gleichung log 12 = n-+ log x 


lehrt, daß die Logarithmen von Zahlen, die dieselbe Ziffernfolge 
‘haben (19), sich nur in der Kennziffer unterscheiden, während die 
Mantissen übereinstimmen. Denkt man sich ferner x zwischen 1 und 
10 gelegen, so ergibt sich, daß die Kennziffer gleich dem dekadischen 
Rang (13) der ersten Ziffer des Numerus ist. 

_ Die Logarithmen echter Brüche sind negative Zahlen; für sie gilt 
das Gesagte nur dann, wenn man sie mit positiver Mantisse schreibt 
‚und alles Negative auf die Kennziffer wirft. Hierzu verringert man 
die Kennziffer um 1 und ersetzt die Mantisse durch ihre dekadische 
Ergänzung (22). So hat man z.B. 


108 05 = log 2 — — log 2 = — 030103 = — 1 + 0:69897. 
‘Gewöhnlich fügt man die negative Kennziffer hinten an: 

| 069897 — 1; 

auch die Schreibweise 1'69897 kommt vor. 

 ScarurKa, Zahlenrechnen 8 


- 


mr. 
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Sehr häufig geht man auch in der Bekadischin Ergänzung noch a 
um eine Stelle weiter nach links (22), im angeführten Beispiel: 
9:69897 — 10. Das Verfabren empfiehlt sich sehr, wenn man es 
nur mit Zahlen eines mäßigen Zahlenbereichs, etwa von 0'0001 bis 
10000, zu tun hat, weil dann nur die Kennziffern 6—10, 7—10, ... 
bis 4 vorkommen, so daß die vor dem Dezimalpunkt stehenden Kenn- 
ziffern zur Unterscheidung aller Fälle genügen. Man pflegt dann dei . 
Beisatz — 10 auch ganz wegzulassen. m 


Für die dekadische Ergänzung eines Logarithmus kommt auch ac 
Name Kologarithmus vor. Als Zeichen dienen E log, C log, cpl. log 
und colog; sie werden aber selten angewendet. 

Unter Umständen ist es zweckmäßig, die negativen Kennzifforat 
auch noch anders umzuformen; ist z. B. von log 0:5 = 069897 — ” 
der dritte Teil zu bestimmen, so wird man die De 2: 69897 —-—ı 
vorziehen und dgl. F 


130. Logarithmen negativer Zahlen. Die oralen negativer. 
Zahlen haben für eine positive Grundzahl keine reellen Werte; mau 
pflegt aber bei logarithmischen Rechnungen überhaupt von den Vor- 
zeichen der Numeri abzusehen. Nur zuweilen wird nach dem Vor- 
gang von K. Fr. GAuss durch ein angehängtes Zeichen daran erinne 


daß der Logarithmus zu einer negativen Zahl gehört; man findet sc so 
‚log (— 2) = 030103 neg, 0'30103 n, 030103 (n), 
0:30103, , 0”"30103. 


Die genauere Untersuchung der Logaritirken negativer Zahlen gehört 
in die höhere Mathematik und hat für das Zahlenrechnen keine Bedeu- 
tung; es ergibt sich, daß der Beisatz neg wie ein Summand loge- mi zu be 
handeln wäre. Vgl. etwa hierüber Serrer- Scherrers Lehrbuch der Differen- - 
tial- und Integralrechnung, Leipzig und Berlin, I. Band, Nr. 376; Kırererr, 
Differentialrechnung, Hannover, viele Auflagen, 8110; ScHRurKa, Elemente 
der höheren Mathematik, 1. Aufl., Wien und Leipzig 1912, Nr. 338, 
2. Aufl., ebenda 1920, Nr. 380. R 


13. Logarithmentafeln. Um die Vorteile, die die Verwendung 
der Logarithmen bietet, praktisch ausnützen zu können, ist es not“ 
wendig, zu jedem Numerus den Logarithmus mit der erforderlichen 
Genauigkeit bequem bestimmen zu können und umgekehrt. Hierzu 
dienen die Logarithmentafeln, tabellarische Darstellung der Ab- 
hängigkeit zwischen Numerus und Logarithmus. Schon die Erfinder 
der Logarithmen: Brıees, NrrEr, Bürcı haben die Konstruktion lo= 
garithmischer Tafeln in Angriff genommen. Die ältesten Tafeln 
brachten sehr viele Dezimalstellen; in neuerer Zeit ist man hiervon 
abgegangen und strebt an, für jeden Bedarf die eben notwendige 
Genauigkeit zur Verfügung zu haben. Die Anzahl der Logarithmen- 
tafeln ist bereits sehr groß, schon 1875 zählt D. Brerens pe Haan 


n 
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(Tweede ontwerp eener naamlijst van Logarithmentafels, Verhandl. 
‚ Akad. Amsterdam 15, Seite 1) deren 553 auf. Es können daher 

nur einige der gebräuchlichsten oder sonst besonders bemerkenswerten 
angeführt werden (siehe Quellenkunde). 

Es sei noch angeführt, daß nach Excke sich die Zeiten für dieselbe 

Rechnung, ausgeführt mit fünf-, sechs- und siebenstelligen Logarithmen 

ungefähr wie 1:2:3 verhalten. 


- 132. Einrichtung der Logarithmentafeln. Nach der Bemerkung 
in I29, daß die Mantisse eines Logarithmus nur von der Ziffernfolge 
‚des Numerus abhängt, muß eine Logarithmentafel alle Ziffernfolgen, 
die, als Zahlen betrachtet, nicht über ein gewisses Maß hinausreichen, 
“als Numeri enthalten. Hierzu eignen sich am besten alle Zahlen eines 
Spielraums, der von zwei im Verhältnis 1:10 stehenden Zahlen be- 
‚grenzt wird. Meistens (aber nicht immer, siehe BauscHinger-Prrers I) 
werden hierfür zwei benachbarte Potenzen von 10 gewählt. — Übri- 
‚gens gehen viele Tafeln nach unten und nach oben über diesen Spiel- 
raum hinaus, manchmal mit vermehrter Anzahl der Dezimalstellen. 
Die Kennziffer ist in den neueren Logarithmentafeln meist nicht 
Boseren, da sie ohne weiteres im Kopf bestimmt werden kann 
(129). 

z Die meisten der jetzt gebräuchlichen Tafeln sind fünfstellig: so 
Aprer I, Becker I, Bremiger III, Gauss I, Gernertn I, Greve 
I, H, Hecer I, Hoöer I, Laranoe I, Licowsxı OH, Scatöniten I, 
"Soruserr I, Wırrstein II. Sie enthalten alle die Mantissen der 
"Logarithmen der Numeri von 1000 bis 9999, manche greifen auch 
darüber hinaus, insbesondere reicht Hoüe I bis 10800, Ligowskı IE 
(bis 14499. 

- Vierstellige Tafeln sind in den letzten Jahren für den Unter- 
‘richt herausgegeben worden, so Lörtzsrver I, Schürke 1, die den 
"Spielraum 100—999 umfassen, Schugerr Il und Scaurrz I mit 
‘dem Spielraum 1000— 9999, daher kleinen Differenzen; ferner dienen 
‘solche für gewisse weniger genaue Rechnungen der Praxis, so die 
"Tafeln: „Hütte“ I, die von 110 bis 1109 reichen und Ligowskı I mit 
“dem Spielraum bis 999. | | 

- Dreistellige Tafeln kommen wohl nur für ganz fiüchtige Über- 
(schlagsrechnungen, wobei aber der Rechenschieber (145) weitaus vor- 
zuziehen ist, und für die erste Einführung im Unterricht in Betracht; 
‚man findet solche neben vier- oder fünfstelligen Tafeln bei Hoüer II 
mit dem Spielraum 1—100, bei Laranoe I mit dem Spielraum 
'10—99, bei SchüLke I mit dem Spielraum 10—140, bei Wırr- 
"STEIN II mit dem Spielraum 100—999. 3 

_ Vor dem Aufkommen der fünfstelligen waren sechsstellige 
Tafeln sehr verbreitet, und auch heute noch sind sie für bestimmte 
ne 
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Rechnungen der Vermessungskunde und der Astronomie die geeignet- 
sten. Die sehr beliebte Tafel von Bremer I und II hat den Spiel- 
raum bis 100009, die von StAmPprer-DoueZaun I den Spielraum von 
1000 bis 9999. h 

Siebenstellige Logarithmentafeln waren lange Zeit die einzigen 
üblichen, und sind auch noch jetzt stark im Gebrauch, namentlich in. 
der Astronomie, wo sich allerdings in der letzten Zeit auch ein Be- 
dürfnis nach achtstelligen Tafeln gezeigt hat. Hierher gehören: 
Bruuss I, Carzer I, Köncer I, Schröx I, Veca II, III, Veoa- 
Hüusse I. Diese Tafeln umfassen alle den Spielraum 1000099 2 
viele gehen noch darüber hinaus. 3 

Carter I, Könter I, Schrön I, Veca II, III, Veca-Hürsse I wählen 
107999 als obere Schranke, weil 108000’ = 3° ist (vgl. 152). Hierbei 


geben alle bis auf Currer I die Logarithmen der Zahlen von 100000 bis 
107999 mit 8 Dezimalstellen an. e“ 


Von achtstelligen Logarithmentafeln sei die neueste, vorzüglich 
eingerichtete, von BAuscHinger-Perers I mit dem Spielraum von “ 
20000 bis 200000 genannt. u 

Neunstellige Tafeln kommen keine vor, von zehnstelligen 
hat man die noch immer sehr wertvollen von Vracg LT aus dem Jahre 
1628, mit dem Spielraum bis 100000 und Vega I (Thesaurus) mit 
dem Spielraum von 10000 bis 100009. | 


133. Tafeln der Antilogarithmen. Manchmal finden sich auch 
eigene Tafeln der Antilogarithmen (127), mit anderen Worten, Tafeln 
der Werte 10°, so bei Schuserr I und Scuuzerr II und ganz kurze 
bei Hoüen 1, Laranpe I und Wırrstem II. Die Tafeln der Anti-- 
logarithmen haben den Vorteil, daß, um etwa fünfstellige Tafeln als. 
Beispiel zu nehmen, nicht wie bei den Logarithmen ein Intervall von 
100000 fünfstelligen Logarithmen auf 9000 vierstellige Numeri, 
sondern umgekehrt 90000 fünfstellige Numeri auf 10000 vier- 


stellige Logarithmen kommen, demnach die Unterschiede der Tafel- 
zahlen, im Durchschnitt genommen, nur nn der bei den Logarithmen 
sind. Doch sind die Tafeln der Antilogarithmen entbehrlich, da sie ® 
nichts anderes leisten als die Logarithmentafeln selbst; da sie außer- 
dem ebensoviel‘(oder nach dem eben gemachten Überschlag genauer 
etwas mehr) Raum einnehmen als diese, so haben sie nie rechten F 
Anklang gefunden. E- 


134. Interpolation. Um die Logarithmen für Ziffernfolgen zu er-* 
halten, die nicht in der Tafel vorkommen, bedient man sich der so- 
genannten Interpolation. Übrigens ist die Interpolation bei jeder 
Tafel anwendbar, 'sie soll aber hier als bei ihrem häufigsten Vor- 
kommen besprochen werden. 
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Wenn die Werte einer Funktion f(x), hier des Logarithmus log x, 

"sich nahezu proportional dem Zuwachs des Arguments x ändern 
 (geometrisch gesprochen, wenn sich das Bild der Funktion f(x), die 
‚Kurve y= f(x) nicht merklich von einer Geraden unterscheidet), so 
kann man die Zwischenwerte finden, indem man diese Proportionalität 
zugrunde legt. Sind etwa a und 5 zwei benachbarte Argumente der 
Tafel, x ein dazwischen gelegenes Argument, so hat man f(x) aus 
der näherungsweise gültigen Gleichung 


f@)—fla) _ 2 —a 
fß)—-flü) b—a 


zu bestimmen: 


I fl) = f(a) +. [f) — fa)]; 


b—a 


f(b) ist die sogenannte Tafeldifferenz. Dieser Vorgang heißt 
lineare Interpolation. | 


Zur Durchführung dieser Rechnungen ist der Rechenschieber (145) 
 vortrefflich geeignet. 


Bequem ist es, wenn in den Tafeln die Differenzen entweder 
sämtlich, oder falls sie nicht stark wechseln, von Zeit zu Zeit ange- 
geben sind. Jedenfalls sollten Differenzen angegeben sein, bei deren 
Berechnung man von einer Seite des Tafelwerkes auf die andere 
übergehen müßte. | 


Ob die lineare Interpolation zulässig ist, lehrt der Anblick der 
Tafel; es müssen die Tafeldifferenzen in der Nähe der betreffenden 
Stelle konstant bleiben. Hierbei kommt es übrigens auf eine Einheit 
der letzten Stelle nicht an, da die Abrundung der Tafelwerte solche 
Schwankungen erzeugt. 

So z. B. beobachtet man in einer fünfstelligen Tafel, daß die 
Differenzen der Logarithmen der Zahlen von 5710 bis 5720 die 
Werte 7, 8, 7,8,8,7,8,7, 8, 8 haben; man findet daher den 
Logarithmus von 57147, indem man zum Logarithmus von 5714 


noch = der Tafe)"ifferenz 8 hinzufügt: 


75694 + 6 = 75700. 


Ändern sich die Tafeldifferenzen schnell, so ist die lineare Inter- 
polation nicht genau genug. In diesem Fall kann man das Ergebnis 
verbessern, indem man noch auf das nächste Argument c Rücksicht 
nimmt. Man fügt ein Glied hinzu, das an den Stellen a, b nichts 
ändert; ein solches hat die Form 


K(z — a)(x —b). 
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K bestimmt sich aus der Forderung, daß ; | 
c—a 
f(a) +; If) — Fla)] + Kle— a)(e—d) = f(e) 
sein soll; eine einfache Rechnung liefert 


fo —f(a) _fb)-—f(a) 
c—a b—a 
ce—b 


K= 


Die Formel vereinfacht sich sehr für den Fall, daß die Argumente. 
eine arithmetische Progression bilden, wie es beim praktischen Rechne 1 
fast stets der Fall ist. Ist die Differenz dieser Progression h, so hat man 


RN 
x 


b-a=h, c—b=h, c—a=2h 


x fo =2r0) +) 


und PN, - 


die. Formel für die Interpolation ist daher 


(*) f(«) = f(a) + = [f(6) — f(a)] + 


b—a 


R—-)R— 


+ aan NO - 276) + Ka)lı 


In der Regel kann h = 1 genommen werden, indem man allenfalls. 


das Argument in Einheiten der letzten Stelle zählt. 
Nun ist 


f(e) = 270) + f(a) = [f(e) — 1ß)] — 16) — f(a)], 


der Differenz zweier aufeinanderfolgenden Tafeldifferenzen oder, wie 
man sagt, die zweite Differenz der Funktion f. Man hat also 
noch die mit a Rh) ir 2 5) multiplizierte zweite Differenz beizufügen, 
Dieser Vorgang wird quadratische Interpolation oder Inter - 
polation zweiter Ordnung genannt, weil x in der Formel im 
zweiten Grade vorkommt. Sie ist anwendbar, wenn sich die zweite ı8 
Differenzen langsam ändern. | = 

Ist dies nicht der Fall, so kann man zu einer Interpolation dritter 
und höherer Ordnung aufsteigen, doch soll hier darauf nicht näher 
eingegangen werden. | 


Ausführliches über Interpolation enthalten die Werke über Differenzen- 
rechnung, etwa A. A. MaRkorF, Differenzenrechnung, Leipzig 1896; D. 
SELIWANOFF, Differenzenrechnung, Leipzig 1904; G. Boouz, A Treatise on 
the Caleulus of Finite Differences, London 1880, deutsch von ©. H.Scauxvs Be 
Braunschweig 1867; T. N. Tuıeue, Interpolationsrechnung, Leipzig 1909, 
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: afel enthaltenen Funktionswerte das Argument bestimmt werden, 
so sind die in 134 angeführten Rechnungen in umgekehrtem Sinne 
durchzuführen, indem x als Unbekannte angesehen wird. 

- Im Fall der linearen Interpolation hat man 


> Kata), _ 


E a ET 


der Rechenvorgang unterscheidet sich also dem Gedanken nach nicht 
von dem bei der direkten Interpolation. 
Im Falle der Interpolation wäre x aus einer quadratischen Gleichung 
zu bestimmen. Ist aber, wie es oft zutrifft, die zweite Differenz 
klein, so kann man in der Gleichung (*) in 134 das dritte Glied auf 
der rechten Seite zunächst weglassen und aus der übrigbleibenden 
Gleichung, d. h. also durch lineare Interpolation einen Näherungs- 
wert von x bestimmen. Dieser Näherungswert liefert genau genug 
den Wert des dritten Gliedes und aus der so erhaltenen linearen 
Gleichung erhält man endlich den Wert von x mit genügender Ge- 
Bwigkeit. 

Um z.B. aus einer zehnstelligen Tafel den Numerus zu 0005413603 
zu finden, entnehme man zunächst die Logarithmen 


g ‚Differenzen zweite Differenz 
>. log 10012 = 0005208409 

a 433753 

% log 10013 = 5642162 433709 — 44. 

= log 10014 = 6075871 

Br 


Der gegebene Logarithmus ist um 205194 größer als log 10012; 
hieraus ergibt sich, daß die nächsten Ziffern 47 sind. Man hat daher 
Digade Gleichung: 


5413603 = 5642162 + (ce — 10012)433 753 +4 — +0'47-0'53-44, 
205194 = (x — 10012)433753 + = 5, 
2051885 = (x — 10012) 433753, 


woraus für 2 — 10012 der Wert 0'473054 folgt; der Be 
Numerus ist also 10012473054. 


136. Interpolationstafeln. Die Interpolation kann durch Tafeln 
erleichtert werden. 


Für die lineare Interpolation bedarf man Tafeln, die zu TE 


a 


own 
a ala a0; 


4 b—a 
'und der Differenz f(b) — f(a) den Betrag der Interpolation liefern. 

handelt sich also um Produkttafeln; jede solche (97) kann hier 
erwendet werden. Sehr häufig werden den Zahlentafeln kleine 
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Produkttafeln, genauer Vielfachentafeln der Differenzen, die auf der 
betreffenden Seite vorkommen, sogenannte Prop ortionaltäfelchen. 
Tafeln der Proportion lEHa (oft mit P.P. = partes proportionules 
überschrieben) beigegeben. Sie sind nach der in 52 gegebenen An- 
weisung zu verwenden. 3 

In manchen Tafeln sind die Tafeln der Proportionalteile zu einer 
Tafel vereinigt, so bei Scnürke I, die sich dann nicht von einer 
Vielfachentafel unterscheidet. Bei Anzer I ist diese Tafel zum 
Herausklappen eingerichtet, bei Scurön I in einem eigenen Heft 
untergebracht. k 

Ausnahmsweise finden sich auch bei kleinen Tafeldifferenzen statt, 
der Tafeln der Proportionalteile Tafeln der Argumentdifferenzen, die” 
den Funktionsdifferenzen, die kleiner sind als die Tafeldifferenz, ent- 
sprechen; es sind dies, wenn die Argumentdifferenz gleich 1 ange 
nommen wird und die Tafeldifferenz d beträgt, für 


1, 2, 3, u. d—2, d-—4H y 
die Intervalle mit den Teilungspunkten 


RITAÄT HN od— 5 243, a1 
2d’ 2d’ 2a’ 2a’ 2a >’ 2a’ 2a 


Derlei Tafeln enthält z. B. Vesa-Hüusse I S. 678—680. 


Für die quadratische Interpolation sind eigene Tafeln notwendig.” 
x 
Wird ; 


= = $& gesetzt, so ist a =:—1 und man bedarf also“ 


zu Se RB: und jeder zweiten Differenz des Produktes aus ce 29 


und dieser Differenz. Da & zwischen O und 1 liegt, so ist E— 5 
Je &6—1) 512) 
2 


zu nehmen. 1 
Derlei Tafeln enthalten VeeA I, Tann I, ferner Vesa-Höüusse I und F: 
Könter I (diese beiden auch für höhere Interpolation). 


negativ und man pflegt statt 


137. Anordnung logarithmischer Rechnungen. Das Eigentüm- A 
liche logarithmischer Rechnungen liegt darin, daß entweder durch- 
laufend oder wenigstens streckenweise die Operationen an den Lo- 
garithmen vorgenommen werden. Hieraus ergibt sich, daß solche 
Rechnungen am übersichtlichsten so angeordnet werden, daß neben- 
einander (am besten in zwei Spalten) die Numeri und die Logarithmen 
geführt werden. % 

Baur und nach ihm Hammer II, S. 63 und Anmerkung 1)” 
schlagen vor, stets die Numeri links, die Logarithmen rechts zu 
schreiben od beide Spalten durch einen senkrechten Strich zu 
trennen; wird dies konsequent durchgeführt, so kann das Zeichen 
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log ganz wegbleiben. Baur und Hammer bezeichnen dabei die 
Numeri nur durch Buchstaben und verlegen die Angaben der Zahlen- 
‚werte für die Buchstaben in eine weitere Spalte. 

Als Beispiel einer solchen Anordnung diene die Berechnung von 


c= Ya? — b? = Y(a + b)(a — b) für a = 16'509, db = 10019: 


a = 16'509 a+5 | 142371 
d = 10.019 a—b | 081224 
atb= 26'528 zur. | 223595 
a—b= 6490 C 111797 
27 c= 13'121 


Es ist empfohlen worden, in allen Fällen die Charakteristik vor 
‚der Mantisse zu bestimmen und anzuschreiben. | 

In astronomischen Rechnungen, wo die Logarithmen in über- 
wiegender Mehrzahl vorkommen, werden wohl auch die Logarithmen 
ohne Bezeichnung gelassen und dafür die Numeri mit einem Zeichen 


(127) versehen. 


138. Gemischte Rechenmeihoden. Die Rechnung mit Loga- 
‘rithmen ist in der Genauigkeit durch die Stellenzahl der Tafel be- 
schränkt. Man kann aber auch bei genauen Rechnungen die Loga- 
(rithmen verwerten, indem man, wenn etwa die letzten Stellen eines - 
"Produktes durch die logarithmische Rechnung nicht mehr geliefert 
"werden, die fehlenden Ziffern oder des Anschlusses wegen zweck- 
mäßigerweise noch eine mehr nach der symmetrischen Multiplikation 
(59) bestimmt. Auch bei Divisionen kann dieser Gedanke verwertet 
“werden, man multipliziert den Divisor mit dem Quotienten auf diese 
"Weise und findet durch Subtraktion den Rest. 

Es sei z. B. Quotient und Rest bei der Division von 3902181 
‘durch 4267 genau zu bestimmen. Logarithmische Rechnung ergibt: 


log 3902181 — 6°59131 
log 4267 = 3:63012 
390218 


log 967 = 2:96119, 


‘der Quotient ist also 914'52. Nimmt man 914, so ist dessen Lo- 
‚garithmus 296095, also um 0'00024 kleiner; hieraus folgt für den 
Logarithmus von 914-4267 der Wert 659131 — 000024 = 6'59107; 
der Numerus hierzu ist 3900200. Man bestimmt daher die letzten 
vier Stellen durch symmetrische Multiplikation: 


914 - 4267 = : - - 0038. 
‚Also ist 914 - 4267 = 3900038, daher der Divisionsrest 2143. 


Y 
” 
+ 

v 
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Um bei Multiplikationen vielstelliger Zahlen genaue Ergebnisse 
mit Logarithmen zu erzielen, kann man auch die in 58 gezeigte 
Zerlegung anwenden. Die Stellenzahl der Bestandteile ist so zu 
wählen, daß die Teilprodukte genau erhalten werden. Natürlich 
hindert auch nichts, die im vorigen beschriebene Ergänzung durch 
symmetrische Multiplikation anzuwenden. 


2 
139. Vielstellige Logarithmen. Um Rechnungen mit vielstelligen. 
Zahlen logarithmisch durchzuführen, braucht man auch vielstellige 
Logarithmen. Von diesen kann man Tafeln in derselben Art wie 
die sonst üblichen nicht herstellen, weil sie zu viele Argumente ent- 
halten müßten, also zu umfangreich würden; beschränkt man sich 
auf weniger Argumente, so würde man zu Interpolationen höherer 
Ordnung (134) genötigt sein. 3 
Es wird daher der Gedanke verwertet, die Numeri aus geeigneten 
Faktoren aufzubauen, deren Logarithmen angegeben werden. In deı 
Regel werden die Zahlen ’ 
3 


£ 
a: 

< 
4 
£ 


1,2,.8,...,9; 11,.12,,.:.19,101, 208,0, 708: 
1001, 1'002, ..., 1'009;. .. | 


gewählt, oder auch umgekehrt die Antilogarithmen zu den Zahlen 


0:1, 0'2, ..., 0:9; 0:01, 0'02, ..., 009; 0'001, 0:002, ..., 0:009; ... 


angegeben. Auch die Logarithmen der Primzahlen finden sich zu- 
sammengestellt. | > & 

Tafeln dieser Art enthalten Carrer I (15- und 61stellig), Ger- 
NERTH 1 (1östellig), Greve I, II (9- und 12stellig), Hoven I 
(20stellig), Könter 1 (11stellig), Lauanoe I (12stellig), Lisowskı II ’ 
(10stellig), Scrhrön I (16stellig), abgesehen von solchen mit ge- 
ringerer Stellenzahl zu Unterrichtszwecken. # 

Oft finden sich auch die Logarithmen der Zinsfaktoren 1 + 2 
auf viele Stellen, um die Lösung von Zinsaufgaben für lange Zeit- 
räume zu ermöglichen. u 

Für den praktischen Rechner haben alle diese vielstelligen Tafeln 
wenig Bedeutung. | i 


Über eine besondere Art, vielstellige Tafeln einzurichten, sehe man 144. 


140. Tafeln der natürlichen Logarithmen. Wie schon in 127° 
erwähnt, kommen die natürlichen Logarithmen als Rechenhilfsmittel 
kaum in Betracht — es wäre denn etwa, daß man eine Probe- 
rechnung mit ihnen ausführen wollte, um ein mit gemeinen Loga- 
rithmen erhaltenes Ergebnis zu prüfen —, vielmehr bedarf man 
meist, z. B. bei der Auswertung von Integralen, nur einzelner Werte. 
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D% sind demnach die Tafeln der natürlichen Logarithmen selten und 
wenig umfangreich. 

Man findet die vierstelligen Werte bis 1000 bei Licowskı I, die 
fünfstelligen Werte bis 1000 in „Hütte“ I, Gauss I, Lraowskt II, 
WEISKIRCHER I und Wırrstem 11, die achtstelligen Werte bis 1000 
ınd der Primzahlen bis 10000 in VecA-Hürsse I und Könuer 11. 
Eine selbständige siebenstellige Tafel ist Das£ I. Die natürlichen 
Antilogarithmen, d. h. die Potenzen e* auf sieben Ziffern enthalten 
Vesa-Hüusse I und Könter I. 

ı Einen gewissen Vorteil haben die natürlichen Logarithmen bei der 
He vielstelliger Logarithmen, weil für kleine Werte von e 
(1+:2)=: ist. Hilfstafeln für solche Berechnungen enthalten 
DALLET I (20- und 48stellig), Laranpe I (12stellig), Sourön I 
(16stellig). Veca I enthält die von Wourram berechnete Tafel der 
natürlichen Logarithmen aller Zahlen bis 2200 und aller Primzahlen 
dis 10009 auf 48 Dezimalstellen, W. Tuıeue 1 hat diese Tafel er- 
änzt und gibt die natürlichen Logarithmen aller Zahlen bis 5000, 
dann der Primzahlen bis 10000 und endlich aller Zahlen von 10000 
dis 10014. 


1a. Doppellogarithmen. Durch Logarithmieren werden Poten- 
sierungen in Multiplikationen verwandelt (l27); ist nun der Exponent 
keine einfache Zahl, so liegt es nahe, durch abermaligen Übergang 
zu den Ihgarithmen diese Multiplikation in eine Addition zu ver- 
Wandeln. Man kommt also von 2 =y zu 


x | log log x + log k = log log y. 


Hierbei ist es zulässig, beidemal verschiedene Grundzahlen zu nehmen: 
B log, log; x + log, k = log, log, y. 


Die Rechnung kann nach dem Gesagten mit den gewöhnlichen loga- 
rithmischen Tafeln ausgeführt werden; sie würde erleichtert, wenn 
die Doppellogarithmen, Dilogarithmen (auch quadratische 
Logarithmen genannt; der richtige Name wäre iterierte Loga- 
rithmen) tabuliert würden. Bisher liegt nur ein Entwurf solcher 
Zahlen vor: Pramrero I. Es sind darin die Werte von log, log,, & 
für alle Werte von % zwischen 10 und 100 von Zehntel zu Zehntel 
tortschreitend enthalten. 


_ Die Bedeutung solcher Tafeln für das praktische Rechnen ist wohl 
ziemlich gering. 


- 142. Additionslogarithmen. So nützlich die Logarithmen bei der 
Ausführung von Operationen zweiter Stufe sind, so hinderlich sind 
sie, wenn Operationen erster und zweiter Stufe gemischt vorkommen. 
Um log (a+ 5) zu bestimmen, wenn log a und log b bekannt, ist ein 
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dreimaliges ch in die ee erforderlich; dasselb 
gilt für log (a — b). 

Es läßt sich aber nach einem: Gerlach Z. LEONELLIS in diesä 
Fall das Zurückgehen auf die Numeri vermeiden, wenn man Tafel 
der Additionslogarithmen, genauer Additions- und Subtrak 
tionslogarithmen zur Verfügung hat. | 

Häufig wird auch der Name Gaussische Logarithmen gchrandll 


der aber nicht zutreffend ist, insofern K. Fr. GAuss nur der erste war, de 
Leonerzıs Gedanken folgend, Tafeln dieser Art herausgegeben hat. 


Der gemeinsame Grundgedanke, der den verschiedenen Abarten de 
Additionslogarithmen zugrunde ih ist der folgende. Die Aufgab 
besteht darin, aus zweien der Größen log a, log b, log e die dritt 
zu finden, wobei zwischen a, b und c die "Beziehung a+b=cbe 
steht. Da die Logarithmen der Quotienten von zweien der Größe: 
a, b, ce durch Sübtraktion sofort gefunden worden, so kann man zu 
Vereinfachung durch eine der Größen a, b, c dividieren 


i+2- —, zZ+ti1=-- 242 ; 
Die ersten beiden Formen sind nicht wesentlich verschieden, so dal 
also die beiden Beziehungen 


1-u=v und u+v’=1 
oder, wenn logu = x, log u—= y gesetzt wird, 
1+ 10° = 109, 10°4+109-1 


in Betracht kommen. Stellt man die Beziehung explizit dar, so ha 


man im ersten Fall a 


y—log (1 + 10°) und als Umkehrung 2x = log (101 —1), 


im zweiten 
y = log (1— 10°), x = log (1— 10°); 


hier fällt also die Funktion mit ihrer Umkehrung zusammen. Wire 
also die erste Funktion tabuliert, so hat man ein Hilfsmittel für die 
Addition oder für die Bubtrakkson } je nachdem von x oder von y ausge: 
gangen wird; die zweite dagegen eignet sich nur für die Subtraktion! 
die erste Mr also die wertvollere, weil sie für sich allein ausreicht, 

Der Übergang zu x und y ist auch vorteilhaft, wenn man nur ge- 


wöhnliche Logarithmen zur Verfügung hat, weil man so immerhin stati 


dreimal nur zweimal in die Logarithmentafel einzugehen hat. _ : Hi 


Statt dereben betrachteten Funktionen werden häufig auch diej enigen 
angewendet, die daraus durch Vorzeichenwechsel bei x oder y ent- 
stehen, also im ersten Fall n 
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Yy . 


 y=log (1 + 10°”) = log 


ri, 
R 


10° +1 5 
rn 9=— lg (14109) - 
g 1 bi -7,.,10% 
 -lg;gge md y-—lg(l +10) -lggorrr 


mit den Umkehrungen | | 
sn 1 
re 108 (107 — 1) = log, 7 = log (109 — 1) = 


Fa 


1— 10y | FR 10% 
lg tIV md 2 — log (107-1) I, 


im zweiten | 
| ce Er 10° —1 s 
9y=log(1-10 ) = log — y= — log (1— 10°) = 
10” 


ni 
—log 4 ge wd y=-—log(1-107*) — log ey 


mit den Umkehrungen 
t= — log(1— 10%), z= log(1— 10”), = — log(1—10=9), 


denselben Funktionen, aber in anderer Reihenfolge. Ein solcher Vor- 
zeichenwechsel entspricht der Vertauschung von Zähler und Nenner 
in u oder v. 


143. Tafeln der Additionslogarithmen. Die ältesten Tafeln der 
Additionslogarithmen, die von K. Fr. Gauss, enthalten in einer Tafel 
usammen die Funktionen log (1 + 10°”) und log (1 +10) = x + 
log (1+10”*) auf fünf Stellen. | 
Die Tafel hat also drei Spalten und stellt demnach eigentlich drei 
Paare von inversen Funktionen dar: 


y=log(1+107*) und «= log 


y=log(1+10%) und 2= lg (10r-1), 


1 1 
er und £ = log ——— 
3 87 _10-: r S7_10-7 


(die beiden letzten sind identisch). 


_ Die Gaussischen Tafeln finden sich bei Könuer I und bei VeeA II, 


dagegen nicht mehr in Veca III. Die von Zecu berechneten Tafeln 


enthalten in getrennten Tafeln die Funktionen log (1+107*) und 
BB — auf sieben Stellen. Sie finden sich bei VegA-Hürsse 1. 
Seine Anordnung ist von vielen Tafeln übernommen worden, so von 


;ECKER I und Hoüer I fünfstellig, von Ligowskt I vierstellig; ferner 
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- von Hoüeı II, der nur bei der zweiten Funktion das Argument mi 
entgegengesetztem Vorzeichen nimmt: log un endlich von Br. 


MIKER, der die zweite Funktion selbst mit entgegengesetztem Vor 
zeichen nimmt: log (1 — 10°”), sechsstellig in Bremer II (dageger 
nicht in BrEmiker I), fünfstellig in Bremxer III. Bi 


Die Funktionen log (1 +10*) und log (1 — 10*) auf fünf Stell 
gibt Hecer 1. 


Die vorteilhafteste Anordnung ist die von WITTSTEN ano ee 
hier wird nur die Funktion log (1 -+ 10°) tabellarisch dargestellt, was 
für alle Fälle ausreicht. Fünfstellige Tafeln dieser Art enthalten 
Wırrstei Il und F.G. Gauss I, sechsstellige GunneLrinGer J, sieben- 
stellige Wırrsrtei 1. Wirsstem I enthält auch eine dreistellige Tafel 
dieser Funktion, die für Überschlagsrechnungen bequem ist. Eine 
noch knappere Tafel dieser Art gibt K. Runge in seiner Praxis 
der Gleichungen [Sammlung Göschen 14], Leipzig 1900, Seite 144; 
sie ist so kurz, daß sie hierhergesetzt werden kann: ® 


awsache 


0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10° 


N 

1 
T | 0:000 0:001 0:001 0:001 0:001 0:001 0'002 0:002 0:003 0:003 0:004° 
8- ; 0:004 0:005 0:007 0:009 0:011 0014 0'017 0:021 0:027 0°033 0.041 
9 | 0:041 0:051 0:064 0'079 0:097 0:119 0'146 0176 0'212 0'254 0:301° 


Einem ähnlichen Zweck wie die Tafeln der Antilogarithmen dienen 
x 
Tafeln, die den Wert von a liefern, nämlich zur Erleichterung 


a+b N 


der Berechnung von log —y , wenn log a und log b bekannt sind. 


Diese Aufgabe kommt ER anderem bei der Berechnung eines Drei 
ecks aus zwei Seiten und dem eingeschlossenen Winkel und beim Rück- 
wärtseinschneiden vor. Solche Tafeln sind zuerst von F. W. Rex IL, IE, 
dann von Hoürr II gegeben worden; genauere finden sich in Hasen 


144. Anwendung der Additionslogarithmen auf die Interz 
polation von Logarithmentafeln. Statt einen Logarithmus durch 
Interpolation zu finden (l34), kann man nach GUNDELFINGER-NELL - 
auch die Additionslogarithmen zu Hilfe nehmen. Istloga bekannt, soi ist 


log (a +:)=loga+ log (1 -- -). 


Man bestimmt log _ log. — log a und sucht dazu log (1 + —). 


ist hierbei auf ein kleines Intervall beschränkt, so daß die Tafel 


der Additionslogarithmen nur einen sehr Sr Umfang zu haben 
braucht. 8 


$ 11. Logarithmen 117 


eg - 
E08 Se { 
Weil — klein ist, so kann ferner von der bekannten Näherungs- 


a REEL 
log (1 +) = Mm (1 +4) -M-, 
wo M = log e = 043429 ... ist (128), Gebrauch gemacht werden. 
Die Differenz log (a+) — log a kann dann bequem logarithmisch 
gerechnet werden: 


& log [log (a + e) — loga] =1logM + loge — log a. 


Die Tafel Dırrrıcnkeir II ist ebenfalls nach diesem Grundsatz 
"eingerichtet; log M oder vielmehr ein etwas davon abweichender 
u der eine gleichmäßigere Verteilung der Abweichungen bewirkt, 
ist für die verschiedenen Tafelintervalle angegeben (vergleiche auch 
‘die Erläuterungen Dirrriıcakeır I). 

Auf diese Art ist es möglich, mit sehr wenigen Werten des Loga- 
‘rithmus auszureichen und doch viele Stellen richtig zu bekommen. 
Die Tafel Dierrıchkeır II enthält ferner eine ähnlich eingerichtete 
"Tafel für Antilogarithmen. 


Auf einer mehrmaligen Anwendung der Additionslogarithmen ist auch 
(die Tafel Börsen I aufgebaut, die trotz ihres Umfanges von nur 25 Seiten 
‚alle Logarithmen mit derselben (ja noch etwas größerer) Genauigkeit 
liefert, als die Tafeln Vzea I oder Vrace I. 


= Ganz dieselbe Näherung ist bei Gauss I und GunpeLFrInger I ver- 
"wertet, um die Bestimmung von x aus log (1 +10*) bei kleinen 
"Werten von x, wo die Tafel der Additionslogarithmen zu ungenau 


wird, zu verschärfen, indem die Werte von 


1 x — log log (1 + 10°), 

(die bei 10°= 0 mit — log M = 0'36222 — 1 beginnen, tabuliert 
‚sind. 

145. Der logarithmische Rechenschieber. Falls keine größere Genauig- 
keit verlangt wird, so lassen sich logarithmische Rechnungen sehr be- 
uem und rasch mit dem logarithmischen Rechenschieber aus- 
ühren. Der Hauptteil des Rechenschiebers sind zwei kongruente an- 
“einander verschiebbare logarithmische Skalen, das sind Teilungen, auf 
‘denen die Logarithmen aufgetragen und die zugehörigen Numeri bei- 
geschrieben sind. Die Grundanwendung des Rechenschiebers, auf die 
‚alle anderen zurückgeführt werden können, ist die Herstellung und Auf- 
lösung von Proportionen. 

Näheres über den Rechenschieber und seine Verwendung enthalten 
unter andern: Encyclopedie I, S. 410—430, Enzyklopädie 1, 5. 1053— 
1065; Favaro-Terrıer 1, chap. III; Garze I, I. Abschnitt; Katalog I, II; 
Lexz I, 12. Kap., Marer I, Erster Teil; p’Ocaane II, VI, von Sanven % 
!Reven I; für den praktischen Rechner insbesondere aber Hammer II, 
oHRBERG I, Scururga III, Termaser I, Wereusister 1. 


. en . mt ur 
er \ % 
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$ I2.’Winkelfunktionen und verwandte Funktionen. 
146. Winkelmaße. Beim Zahlenrechnen werden die Winkel zu- 
meist in Gradmaß angegeben; der dreihundertsechzigste Teil des vollen 
Winkels heißt ein Grad (1°), der sechzigste Teil eines Grades eine 
Minute (1°), der sechzigste Teil einer Minute eine Sekunde (1°). 
Dieses Maß, das noch von den Babyloniern 'herstammt, bei denen 
das Sexagesimalsystem überhaupt viel angewendet wurde, wird heute 
als um so unbequemer empfunden, je mehr alle Teilungen auf das 
Dezimalsystem gegründet werden. Es verdienen demnach die Be- 
strebungen, eine Dezimalteilung der Winkel einzuführen, Beach- 
‘tung und Förderung. Es hat sich als das richtigste erwiesen, nicht 
den vollen, sondern den rechten Winkel dezimal zu teilen. Eine Be- 
nennung der Brucliteile ist zwar überflüssig, doch ist für den hundert» 
sten Teil des rechten Winkels der Name Neugrad oder Zente- 
simalgrad (auch Grad neuer Teilung), für dessen hundertsten 
Teil Neuminute, für deren hundertsten Teil Neusekunde vor- 
geschlagen In den Bezeichnungen ist bisher keine Überein- 
stimmung erzielt worden; manche verwenden $, °, °, manche nur 
als Zeichen für den ahtah Winkel oder Quadranten, manche andere 
Zeichen, einige auch °, ‘, “ mit einem Zusatz in Worten. x 
Nähere Angaben über die neue Winkelteilung enthalten die Referate 
von MEHMEE, BAUSCHINGER, und SCHÜLKE in Bericht I, ferner von Haug 
MER 11, S. De Anm il i 
Tafeln zur Umwandlung von alter in neue Teilung und umge- 
kehrt finden sich in manchen Tafelwerken, so in Carrer I, Hoveı I, 
„Hütte“ I, LaArLanoe I, Vesa-Hürsse I und, besonders Kenn ige 
Jorvan III. | 
Sehr wenig Bedeutung für das Zahleniechuch hat das Bogenma 
der Winkel, bei dem die Winkel durch die Maßzahl des zugehörigen 
Bogens aut dem Kreis vom Halbmesser 1 gemessen werden. Umwand: 
lungstafeln zwischen Grad- und Bogenmaß finden sich fast in aller 
Tafeln, meist unter dem Titel „Tafel der Bogenlängen“. 


Nur eben erwähnt sei noch, daß in der Astronomie der volle Winkel 
auch, der Zeiteinteilung entsprechend, in 24 Stunden zu 60 Minuten zu 
60 Sekunden, und in der Nautik auch in 32 Striche zu 4 Viertelstrichen” 
geteilt wird. a 


147. Winkelfunktionen. Fast in allen Beziehungen, die Winkel 
enthalten, treten diese in transzendenten Verbindungen auf, die aber 
alle miteinander in algebraischem Zusammenhang stehen. Sie würden 
demzufolge alle durch eine von ihnen vertreten werden können, doch 
ist es üblich geworden, deren sechs, die unter dem Sammelnamenk 
Winkelfunktionen, trigonometrische oder goniometrische 


spitzen Winkels die sechs Seitenverhältnisse eines rechtwinkligen 


Dreiecks, das den betrefienden Winkel enthält; ihre Namen sind 
Sinus, Kosinus, Tangens, Kotangens, Sekans, Kosekans, 
ihre Zeichen 


sin, cos, tan (oder tg), cot (oder ctg), sec, csc (oder cosec). 


Die Definitionen und Formeln für die Winkelfunktionen werden 
als bekannt vorausgesetzt. Sehr ausführlich handeln hiervon Hammer 
III und G. Hzssengere, Ebene und sphärische Trigonometrie [| Samm- 
lung Göschen 99], 3. Aufl., Leipzig 1914; Formelsammlungen bieten 
O. Tu. Bürkten, Formelsammlung und Repetitorium der Mathematik 
[Sammlung Göschen 51], Leipzig, $ 46—51; „Hütte“ I, O. Lureer, 
Lexikon der gesamten Technik, Band IV, Seite 596, L. ScHrUTRA, 
Elemente der höheren Mathematik, Leipzig und Wien, Anhang, 
„Taschenbuch“ I, S. 92, II, S. 138, 164, III, S. 134, 148. 


- 148. Die Funktionen nichtspitzer Winkel. Die Funktionen von 
Winkeln über 90° sind stets den, allenfalls in anderer Reihenfolge 
und mit verändertem Vorzeichen genommenen Funktionen ihres Über- 
schusses über das nächstkleinere Vielfache von 90° gleich. Hierzu 
kommt noch die Beziehung zwischen den Komplementwinkeln. 
Man kann daher jede Funktion eines beliebigen Winkels in eine 
Funktion eines spitzen Winkels verwandeln, der durch Subtraktion 
von 90°, 180°, 270° erhalten wird. Im ersten und dritten Fall ist _ 
jede Funktion mit ihrer Kofunktion (Sinus mit Kosinus, Tangens 
mit Kotangens, Sekans mit Kosekans) zu vertauschen. Außerdem 
kann ein Minuszeichen notwendig sein. 

_ Der Übergang zur Kofunktion kann auf jeden Fall vermieden 
werden, wenn man nur 180° abzieht und jeden stumpfen Winkel 
durch sein Supplement ersetzt. Man hat hierbei nur den geringen 
Nachteil, daß die Minuten und Sekunden nicht dieselben bleiben. Am 
bequemsten rechnet man das Supplement, indem man auf 17960’ 
oder 179°59’60” ergänzt. 

* Mancher wird die bequemere Umrechnung der Winkelmaßzahlen, 
mancher wieder die bequemeren Umwandlungsformeln wertvoller finden, 


- Die Umrechnung auf spitze Winkel kann durch Bildung der Ziffern- 
summe mit Ausschaltung der Einerziffer, die Rückverwandlung durch Ab- 
spaltung einer geeigneten Hunderterziffer von den Zehnern erfolgen. 2. B. 
sin 243030’ — — cos 63°30’ (man rechnet 2+4=6); tan 5° —= — tan 185°. 


- 149. Tafeln der Winkelfunktionen. In älteren Tafelwerken finden 
sich Tafeln der Winkelfunktionen seltener, vielmehr hauptsächlich 
logarithmische Tafeln (151). Neuerdings, seitdem die Rechenmaschinen 
größere Verbreitung gefunden haben, sind auch Tafeln der Winkel- 
E ScHRUTKA, Zahlenrechnen 9 
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funktionen selbst wichtig. Die Einrichtung solcher Tafeln ist aa r 
der logarithmischen Tafeln (132) sehr ähnlich. 2 


Von Tafeln, die mehr zur Orientierung Ee den Verlauf der Funk- 
tionen dienen, meist große Intervalle (1°, — ;) und wenig Dezimal- 


stellen (drei oder vier, auch zwei) a möge hier nicht weiter 
die Rede sein. ® 


Die Werte von Sinus, Kosinus, Tangens und Kotangens mit dem m 
Intervall von 15’ auf fünf Dezimalstellen enthält Wirtsten ID, 


mit dem Intervall von 10° auf vier Dezimalstellen Gans. 1 
Scauurz I, auf fünf Dezimalstellen Anzer I, Greve UI, Hecer I, 
„Hütte“ I, SchLömicon ], 


mit dem Intervall von 1’ auf fünf Dezimalstellen Lieowskı I ’ 
SCHUBERT I, auf sechs Dezimalstellen STAmPFEr-Dourzau I, auf 
sieben Dez siskallen VeeA-Hürsse 1. ; 


Die genaueste Tafel ist Jorpan III, sie gibt zwar nur Sinus un d 
Kosinus, aber für das Intervall von 10’ auf sieben Dezimalstellen. 
Die einundzwanzigstelligen Werte des Sinus und des Kosinus für jede 


zehnte Bogenminute, sowie für die einzelnen Bogenminuten unter 10% 
gibt Perers III. E 


Tafeln für neue Teilung enthält Carzer I: die fänfzehnstelligeil 
Werte des Sinus und Kosinus für jedes Tausendstel des Quadranten. 
Ferner ist auch Jorpan III für neue Teilung zu verwenden. g 

Tafeln der Winkelfunktionen, aber mit dem Bogen als Argument, 
enthalten: Burrau I für jedes Tausendstel bis zum Argument 1 
auf sechs Dezimalstellen und Hayasmı I mit Intervallen, die von 
0'0001 bis 0'1 abnehmen, bis zum Argument 10 auf fünf Dezimal- 
stellen. Burrau gibt nur Sinus und Kosinus, Hayasnı auch Tangens, 


Mr 
.,@9 - 


150. Tafeln für Kombinationen von Winkelfunktionen. Die 
Tafeln Weiszach I enthalten die Vielfachen von Sinus und Kosinus 
bis zum Neunfachen für jeden Zehbntelgrad, die Tafeln Lisowskı E 
bis zum Zehnfachen für jede Minute, die Tafeln Licowskı II bis zum 
301fachen für jede Minute. Derlei Tafeln können zur Auflösung 
rechtwinkliger Dreiecke dienen. | 


Eine Reihe ähnlicher Tafeln führt W. onen, Handbuch des Ver 
messungswesens, II. Band, 7. Aufl., Stuttgart 1908, S. 281 an. 3 


Die sogenannten tachymetrischen Tafeln, z. B. Jorpax I, ö 
halten die Vielfachen von = sin2@ und von cos? g. E 
ee Tafeln der Sehnen enthalten viele Tafelwerke die Werte vor 
2 sin — : ‚als Tafeln der Pfeilhöhen manche die Werte von 1 — cos 2 


4 r 


En 8 12. Winkelfunktionen und verwandte Funktionen 121 
EN eiter kommen Tafeln der Verhältnisse der Bogenlänge zur Pfeil- 


E 1 — cos Le p 1 

‚höhe, E ’ und der Kreisabschnitte 7 nn 27 sin vor. Alle 
7t 

- 180 


‚diese Tafeln enthält z. B. „Hütte“ I. 
® 151. Tafeln der Logarithmen der Winkelfunktionen. In den 


eisten Fällen werden die Rechnungen mit Winkelfunktionen loga- 
"rithmisch geführt, da die Genauigkeit der Winkelmessung verhältnis- 
"mäßig groß ist und es sich daher um vielstellige Zahlen handelt. 
Die meisten Tafeln geben daher die Logarithmen der Winkelfunk- 
"tionen. So gut wie alle als Logarithmentafeln bezeichneten Werke 
enthalten außer den Logarithmen der Zahlen auch die der Winkel- 
“funktionen. 


3 Von den im Literaturverzeichnis genannten enthalten nur Brauer I, 
"Dase I, Diereicnzerr I keine trigonometrischen Logarithmen. 


R Die Einrichtung dieser Tafeln ist meistens die folgende. In vier 


Spalten nebeneinander sind die Logarithmen der Funktionen Sinus, 
"Kosinus, Tangens und Kotangens für die Winkel von 0° bis 45 ge- 
eben; € diese Werte sind zugleich die Logarithmen der Funktionen 
Kosinus, Sinus, Kotangens und Tangens der Komplementwinkel von 
90° bis 450. Aus diesem Grunde haben die vier Spalten außer der 
Beb> der Funktionen, die sich oben befindet, noch eine zweite am 
"unteren Rande mit den Kofunktionen und außer der Eingangspalte 
‚links mit den Winkeln noch eine zweite rechts mit den Komplement- 
"Winkeln. Nur selten werden Sinus und Tangens von 0° bis 90° ge- 
"führt und Kosinus und Kotangens mit den Winkeln 90° bis 0° in 

den zweiten Eingang gesetzt. 


4 Die Anordnung der vier Funktionen ist fast stets Sinus, Tangens, 
Kotangens, Kosinus, weil diese für die Komplementwinkel nur ein- 
fach umzukehren ist; selten stehen Sinus und Kosinus und wieder 
(angens und Kotangens nebeneinander. 


- Die Funktionen Sekans und Kosekans werden nicht angeführt, da 

‚ihre Logarithmen sich nur durch das Vorzeichen von denen des Sinus 

und des Kosinus unterscheiden. Der gleiche Grund würde allerdings 
‚auch den Logarithmus des Kotangens entbehrlich machen, doch spricht 

die Symmetrie in den beiden Komplementwinkeln für dessen Beibe- 
altung. 


Die Kennziffern sind stets beigesetzt und zwar, entweder alle oder 

nur die negativen, um 10 erhöht (129). 

Sehr viele Tafeln weisen für die kleinen Winkel kleinere Inter- 

'valle auf oder enthalten eigene Tafeln mit kleinerem Intervall für 
| ge 


ne 


u ob 
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Die fünfstelligen Tafeln haben meist das Intervall 1’, 4 
Becrer I, Gauss 1, Greve I, II, Hecer I, Hoöer I, Laranoe I, 
Licowskı II, SchLömLoH I, ScHUBner ar Wrrrstain IE Aprer I 
hat 2’, Grrwerre I 10” , Purers RT: (a. i. eine Zeitminute, 146), 
Baeureer III 0° OL; Die Intervalle für die kleinen Winkel (meist 
bis 5° oder 6°) sind 1”, 10”, auch 01’. Hoven I und Licowskt ı 
geben auch log sec, Soruserr I hat auch Gegentafeln. 


Die vierstelligen Tafeln verwenden verschiedene Intervalle: I 
aowsKı I 10’, Scuuserr II 10” bis 10’, Lötzsever I und SchüLke 
101° (und 0:010 für kleine Winkel), Sonuntz I das besonders kleine, 
Intervall 1”. Schürze I gibt auch dreistellige Werte für jeden 
Grad. 


Von den sechsstelligen Tafeln hat BREMIKER I und II das chi 
bequeme Intervall von 10” (und außerdem 1” bis 6°), STAMPFER- 
Douzzau I das Intervall 1’ (und 01”, 1”, 10” bis 29). \ 


Das Intervall der siebenstelligen Tafeln ist bei den slteronä 
Könter I, Veea HI, Verea-Hüusse I, 1’ (und 10” für die kleinen 
Winkel, Ei? 6° oder 9°); bei den neueren: Brunns I, ScHrön LI 
VEGA III, ferner auch bei Carter I 10” (für kleine Winkel 1”), 
endlich bei der ausgezeichneten Tafel Prrers II 1” für den ganzen 
Quadranten. Das Intervall von 1’ ist für die Interpolation schon 
merklich unbequem. } 


Die achtstellige Tafel yon BAUSCHINGER-PFTERS I hat das sehr. 
vorteilhafte Intervall von 1” für den ganzen Umfang. ii 
Von den zehnstelligen Tafeln endlich ‚hat Vraog 1 das Inter- 
vall von 1’, Veaa I bis 90 das Antervall 1” ‚ von da an 10”. | 
Eine inne elfstellige Tafel der Logarithmen der Winkelfunk- 
tionen nach Art der in 144 beschriebenen enthält Börcen I. B 


Die vierzehnstelligen Logarithmen der Winkelfunktionen für jede 
zehnte Sekunde enthält Annorer 1. R 


die ersten Grade. Der Grund hierfür ist der, daß die Fe 
(134) bei kleinen Winkeln zu ungenau ist. 


Andere Vorschriften für kleine Winkel siehe 152. 


Tafeln für neue Winkelteilung sind enthalten in Carrer I für 
jedes Tausendstel des Quadranten auf neun Dezimalstellen; von neueren 
Tafeln dieser Art sei genannt: Jorpan II sechsstellig mit dem Inter- 
vall 0:00001 bis 0'2, von da an 0°0001. : 


Siebzehnstellige Werte mit dem Intervall 001 liefert ANDOYER I. Ä 
152. Hilfszahlen zur Bestimmung der Logarithmen des Sinus 


und des Tangens kleiner Winkel. Bekanntlich ist für kleine Winkel 
der Sinus und auch der Tangens nahezu gleich dem Bogen, und wa 
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im so genauer, je kleiner der Winkel ist; mit anderen Worten, die 
/erhältnisse sin p 


ie 


t 
BE ofen 


sind für kleine Winkel nahezu gleich 1. Ist der Winkel nicht im 
Bogenmaß, sondern in Graden, Minuten oder Sekunden ausgedrückt: 
e, oder ß’ oder y, so gehen diese Werte in 


sin «° 180 sin « 180 tan «° 


5 und at 

2 en 7 & 7 & 

f 180 ; 

180 - 60 sin 180.60 tan ß 

3 2 — und —— ——, 

E 7 P = ß 

T 180-6060 siny’ 180 - 60.60 tan y’ 


und 
7 4: 7 7 


über. Alle diese Werte sind für kleine Winkel wenig von 1 ver- 
en Also sind auch 


sine tan «a sin ß’ tan ß° sin y” 
z # und = 3 und RT 
und ebenso die Logarithmen dieser Ausdrücke für kleine Winkel 
"wenig veränderlich, daher bequem zu tabulieren. Dieser Gedanke 
| rührt von Lacamun und LALANDE her. 

Zumeist werden die Werte 


tany” 
und — 


A ai; CRRCEN 


log siny”—logy und log tany” — log y, 


"gewöhnlich unter der Bezeichnung $ und 7, oft anschließend an die 
Tafeln der Logarithmen der Zahlen angegeben. Als obere Schranke 
wird gern 108 3.000” — 30 gewählt (vgl. 132). 

Eine weitere Verfolgung der Annäherung führt auf die Formeln von 


kereıne: über diese sehe man etwa Hawser II, 8. 168, Greve I, S. 142, 
((Gnzvz 1, s, 154. 


153. Das Rechnen mit Hilfswinkeln. Dadurch, daß die Tafeln 
Er Winkelfunktionen und ihrer‘ Logarithmen ee Winkelfunk- 
"tionen nebeneinander enthalten, liefern sie zugleich tabellarische Dar- 
‚stellungen für die Abhängigkeiten zwischen den Winkelfunktioren. 
"Betrachtet man z. B. die Zahlen, die in einer Tabelle des Sinus ent- 
"halten sind, als Werte einer urabhängigen Veränderlichen z, so liefert 


die Tabelle des Kosinus die Werte von Y1 — a#, die des Tangens 
Bio Werte von ——. 
Vi—.? 


“erhält cosp — Vı-. — x, man führt also die Berechnung des Aus- 
‚drucks Vı1 — x mit Benutzung des Hilfswinkels p durch. 


usw. In Zeichen: man setzt &— sinp und 
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. Von solchen Anwendungen der Tafeln der Winkelfunktionen selbst 
seien angeführt: 


Ist sinp = z, so ist cosp = Vi — 
Ist tanp = 2, so ist seeg = Vi + a2. 
Ist sec p=x, so ist tanp = V®-—1. 
Ist tanp =, so ist cotp = — 


1—x 


i+zx 


Von Anwendungen der Tafeln der Logarithmen der Winkelfunk- 
tionen Sei auf die folgenden aufmerksam gemacht: 


Ist cosp = x, so ist tan — — = De 


| 

Ist 2 logtanp =, so ist — 2 logcosp=log (1 + 10°). | 
Ist — 2 logcosp = x, so ist 2 logtanp = log (10? — 1). 
Ist 2 logsinp=x, so ist 2 log cos p = log (1 — 10°). 
Ist log cos2p = x, so ist 2 log cosp + log 2=log(1+ 109) 
ferner 2 log sinp + log 2 = log (1 — 10°). : 


Auf diese Weise können daher die Tafeln der Logarithmen der Winkel- ; 
funktionen als Hraatz für die Additionslogarithmen (142) dienen. : 
— 10° 

Ist logtanp = x, so ist 2 log tan (45° — p) = log! Le 
Um von einer Funktion zu einer anderen Funktion desselben Winkels“ 
überzugehen, braucht man diesen Winkel nicht zu berechnen, selbst 
wenn Interpolation erforderlich ist; vielmehr hat man nur dafür zu 
sorgen, daß die Differenz zwischen den Angaben der Tafel bei beiden 
Funktionen im selben Verhältnis geteilt wird. 4 


Hier und da findet, man sogar Hilfstafeln nach Art der Proportional- | 
täfelchen für diesen Übergang, so bei Gauss I $. 91—96. , 


154. Auflösung der quadratischen Gleichungen mit Winkel. 
funktionen. Die Methode der Hilfswinkel eignet sich auch zur Auf- / 
lösung der quadratischen und der kubischen Gleichungen. ; 

Die ar. Gleichung 2 +px +q = 0 nimmt, wenn gq po-% 


sitiv ist und — —=2 und er gesetzt wird, die Form 


5 Va 
Mr ?—rr.+1=0 
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an. Nun ist, wie leicht nachzurechnen, 


tan 9 cot pP 


+1=-0. 


tan? ERrER +1= 0 und cot?p — 
-.- — sin 2p I sin 2p 
| 2 2 

Wird daher der Winkel p so bestimmt, daß — 2V4 
so sind tan p und cot p die Wurzeln der Hilfsgleichung (*), daher 
3 Ya tan op und —Yg cot ee die Wurzeln der ursprünglichen Gleichung. 


2 i ü 
ei. 2p ist, 


E Ist ara DACH, also & —_ — q<.0, so versagt das Verfahren; dann 


sind die Wurzeln ee Die Wurzeln von (*) haben beide den 
absoluten Wert 1, also die Gestalt‘ cos$ + ‘sin und 9 ist aus 


2cst=er=— ». zu bestimmen. 
A q 
Ist og BeREy so verfahre man ähnlich wie vorhin, setze aber 


= r, wodurch die Gleichung 


EEE BER 
Sea v-ıq 
2+rz —-1=0 


Niere. 


> tan 29 > tan 29 


‚wird daher p aus - I _ — —= tan 29 bestimmt, so sind tany 
und — cot p die Wurzeln von (**), daher v-ıq tangp und — vg cotp 
‚die Wurzeln der ursprünglichen Gleichung. 


F 155. Auflösung der kubischen Gleichungen mit Winkelfunk- 
T tionen. Ist eine kubische Gleichung AulnEn, so bringe man sie 
zunächst auf die reduzierte Form 


+pr+g=0. 


FERN RB EI 27 
‚Ist nun p positiv, so setze man n V; = 2, 2y, = r; 2 genügt 
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Bestimmt man daher zunächst einen Hilfswinkel $ aus 


RATE Pe = 009-006 gta; 


RN & 
tan r tan g 
or, 
so ist = 0069,22 V 2 cry 
Da, wenn 4) und #1 die dritten Ein- 


heitswurzeln bedeuten, auch 


1% p Ts e) (4; p 1; 2) 
N NE Be AT Do Re VE 
(>; ct, 5jtan, +4 33 cot 5yjtan, 


9 p HR 2) (5 Yp ir 1) 

— (5 jeot Ay ,3,tam- + ” 73% 5 tan F) — 
1 p 1 1) 

NEIN ze 8% 

SET S z tan 5 


ist, so sind die komplexen Wurzeln der Gleichung . 


VE: (roten 2) und ve job — j*tan 2). 


Ist p negativ, so setze man 2x V-: = g, ıyn ae PR 
nügt dann der Gleichung . 


ande RER 
2 7 [4 1 0. 
i 1 9 1 9 2 
Nun ist sc9o=- cot Er; = tan w 
3 1 1 
NN N er ra AN Pl 
also sp —- 7 0809—=5 cot 5 + 5 tan = | 
Bestimmt man daher einen Hilfswinkel $ aus 
q NR UNE Le 
5 ee ;, tg rtytann, 
dann einen zweiten aus 
RR Le | 
2 3 
so ist "zecscgı- 2V-Foen 


Die komplexen Wurzeln sind 


vo: G 3 cot — ? 5 titan und v= jet +j°tan 2 2). 


4 r g r 
BES u Sa linn Du de na ann unse ind aut a an un aan 
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q V 27 
any 

q 27 2 8 
: Lyeni<ı, also C+F<O, 


so ist anders zu verfahren. Es ist 


In diesem zweiten Fall muß >1 sein. Ist 


I BRRLER  PT 

; cos" 5 z 0085 2 c05 9, 
"bestimmt man daher einen Hilfswinkel p aus 

ur EREAIN BER 

= - q 27 

Ä Veh 


u 


so sind die Wurzeln 


= cos®, cos (3 2% 120°), cos (2 + 2400); 


u RR BE 9 0 
x 2V z 08, 2V B cos (% + 120°), 


RER 2 0). 
2V = cos (4 + 240°) 


ie sidd in diesem Fall alle reell. 
Es ist dies der sogenannte casus irreducibilis der Algebra. 
156. Hyperbelfunktionen. Eine gewisse Verwandtschaft mit den 


"Winkelfunktionen zeigen die Hyperbelfunktionen, gewisse Ver- 
"bindungen von Exponentialfunktionen: | 


= 


ie 


TEEULTEEIETE 


Pr) 

vr . 
en 

R 


ER BUN, 


3 : e”—e”* e?-+e”*? er—e”* 
% | sinhx = P) y cosh & = P) y tanıhz = er Le-® 
5 SER RT ER AR csch £ = —— 

tanh ©’ cosh & ’ sinh & 


Wr 


"Näheres über die Hyperbelfunktionen enthalten Forriı 1; S. GÜNTHER, 
"Die Lehre von den gewöhnlichen und verallgemeinerten Hyperbel- 
"funktionen, Halle 1881; L. Kırrerr, Differentialrechnung, viele Auf- 
“lagen, Hannover, III. Abschnitt; P. Mansıon, Abriß der Theorie der 
_ Hyperbelfunktionen, Leipzig 1913; Scururka, Elemente der höheren 
Mathematik, 2. Aufl., Leipzig und Wien 1920, $ 25. 


En 


1 157. Tafeln der Hyperbelfunktionen. Veranlaßt durch die 
häufigere Verwendung der Hyperbelfunktionen in der letzten Zeit 
"sind Tafeln für sie berechnet worden. Diese Tafeln sind aber sämt- 
‚lich weit weniger ausgedehnt als die der Winkelfunktionen. | 

- Die Werte der Hyperbelfunktionen sinh &, cosh x und tanh & selbst 
‘geben auf vier Dezimalstellen „Hütte“ I; Kırrerr, Differentialrech- 
nung, viele Auflagen, Hannover; Lıeowskı I; „Taschenbuch“ 111 (£, 
nicht); auf fünf Dezimalstellen Burrau I, Hayasnı I. Ferner ist 
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„Taschenbuch“ III geben tanh x nicht an. 

Die Logarithmen der Hyperbelfunktionen geben auf vier ey 
stellen „Hütte“ I; Kırrerr, Differentialrechnung (s. oben); „T 
schenbuch“ I, II, III (nur log sinh x und log cosh x); auf fünf 
Dekimalstellen Tigowseıl. Ferner ist die Tafel von Forrı 1 zu nennen. 

Über Tafeln der Hyperbelamplitude sehe man 158, 


158. Hyperbelamplitude. Setzt man 


= ua kn DU 
9 = 2 arctan e 59% Itan(7 +5): 


& 
die Tafel von Forrı I zu nennen. Burrau J, Lisowskt I 4 


so gelten die Beziehungen 
sinh x = tan #, cosh & = sec ®, tanh z = sin $, 
coth x = csc 9, sech 2 = cos 9, csch & = cot #. 


Die Hyperbelfunktionen von x stimmen in einer gewissen Ordnung 
mit den Winkelfunktionen von $, der sogenannten Hyperbelam- 
plitude, überein. i 

Näheres findet man in den in 156 genannten Werken. 


Hat man eine Tafel für den Zusammenhang zwischen x und 9 
so kann man der Tafeln der Hyperbelfunktionen ganz entraten, indem 

man mit dem Winkel $ in die Tafeln der Winkelfunktionen eingeht. 
Solche Tafeln enthalten Forrı I; Jannee-Empe I]; L. Kıeperr,, 
Differentialrechnung (s. 157); Licowszı I; Lıoowskr II. Für 
längere Rechnungen ist jedoch dieses Verfahren zu umständlich. Da- 
gegen lassen sich Rechenverfahren, die auf die Hyperbelfunktionen’ 
gegründet sind, durch Verwendung der Hyperbelamplitude so um- 
formen, daß sie nur Winkelfunktionen benutzen. F 


159. Verwendung der Hyperbelfunktionen zur Ausführung” 
von Zahlenrechnungen. Geradeso, wie nach 153 die Winkel- 
funktionen zur Ausführung gewisser Zahlenrechnungen herangezogen 
werden können, so auch die Hyperbelfunktionen. Die Bemerkungen 
in 158 zeigen aber, daß auf diese Weise mit den Hyperbelfunktionen 
keine anderen Aufgaben gelöst werden können, als mit den Winkel- 
funktionen. Da die Tafeln der. Winkelfunktionen viel ausgedehnter" 
sind, so wird man diesen den Vorzug geben. E 

Nur die Analogie mit den Winkelfunktionen kann für die Herleitung 4 
der Formeln die Hyperbelfunktionen oft als wertvoll erscheinen lassen. 
Hierher gehört z. B. die Behandlung der reduzierten kubischen Gleichungen“ 
mit Hyperbelfunktionen, wie sie bei 8. Günruer, Die Lebre von den ge- 
wöhnlichen und verallgemeinerten Hyperbelfunktionen, Halle 1881, S. 156; 
in „Hütte“ I, I. Abschnitt IL De; bei P. Mansıon, Abriß der Theorie der‘ 
Hyperbelfunktionen, Leipzig 1913, Nr. 19; bei L. Schrurka, Elemente 
der höheren Mathematik, 2. Aufl., Leipzig und Wien 1921, Nr. 5987 
angegeben ist. Die Einführung der Hyperbelamplitude führt auf Bio 


Rechenvorschriften in 155. 


Quellenkunde. 


Die Quellenkunde (Literaturverzeichnis) enthält die im Verlauf der Darstellung herange- 
genen sowie einige andere wichtige Veröffentlichungen, die sich auf das Zahlenrechnen 
beziehen (dagegen nicht die gelegentlich erwähnten Werke anderen Inhalts); sie macht 
daher auf Vollständigkeit nicht im entferntesten Anspruch; insbesondere sind von Zeit- 
ichriftenaufsätzen nur wenige zitiert. Die hier genannten Schriften sind im Hauptteil 
ır mit dem Stichwort und der römischen Ziffer angeführt. Ein * bedeutet, daß ich die 
s] ehrift nicht selbst einsehen konnte. In solchen Fällen ist die Quelle, aus der ich ge- 
schöpft habe, in () angegeben. 
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-ä August Aprer 1. Fünfstellige Logarithmen [Sammlung Göschen 423] 
Neudruck, Berlin und Leipzig. 1914. 
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Titel: Tables des carres, cubes, racines carrdes, racines cubiques et in- 
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Dr. Rudolf Mermee I. Zur Berechnung der Wurzeln quadratischer 
und kubischer Gleichungen mittelst der gewöhnlichen Rechenmaschinen. 
Zeitschrift für Mathematik und Physik 46 (1901) S. 479—483. — IL 
Leitfaden zum graphischen Rechnen [Mathematisch-physikalische Lehr- 
bücher 19], Leipzig und Berlin 1917. — Siehe auch Bericht I, Eucyelo-' 
pedie I, Enzyklopädie I. 4 


Robert vicomte pe Montessus pe Bartore et Robert p’ApnHEmAR I. 
*Calcul numerique. Premiere partie: Operations arithmetiques et alge- 
briques. Deuxieme partie: Integration, Paris 1911 (Jahrbuch über die 
Fortschritte der Mathematik 42 (für 1911) S. 184—185). | 


Adam Ne siehe GUNDELFINGER-NELL. 


Richard Nevenvorrr I. Praktische Mathematik. I. Teil: Graphische 
und numerisches Rechnen [Aus Natur und Geisteswelt 341], Leipzig Br 


W.H. Oaxzs I. Table of the reciprocals of numbers from 1 to 100.000, 
London ohne Jahr. m 


Maurice n’Ocacnze I. Nomographie. Ues caleuls usuels effectues au’ 
moyen des abaques, Paris 1891. — II. Le calcul simplifi6 par les pro 
cedes m&caniques et graphiques. Conferences. Paris 1894; deuxieme &di- 
tion entierement refoudue et considerablement augmentee, Paris 1905. — 
III. Trait€ de nomographie, Paris 1899; *deuxieme Edition entierement 
refondue, Paris 1921 < Anzeige). — IV. Caleul graphique et nomographie 
[Encyclopedie scientifique IIA 27; A2], deuxieme Edition revue et corrigee, 
Paris 1914. — V. Principes usuels de nomographie avec application & 
divers problemes concernant l’artillerie et l’aviation, Paris 1920. — 
VI. Vue d’ensemble sur les machines & calculer, Paris 1922. — Siehe‘ 
auch Encyelopedie I, Scaıtuine 1. / 

OÖ. PaırLow siehe en; 3 

Dr. Julius Prrers I. Neue Rechentafeln für Multiplikation und Di- 
vision mit allen ein- bis vierstelligen Zahlen, Berlin 1909. — II. Sieben- 
stellige Logarithmentafel der trigonometrischen Funktionen für jede 
Bogensekunde des Quadranten, Leipzig 1911. — III. *Einundzwanzig- 
stellige Werte der Funktionen Sinus und Kosinus zur genauen Berech- 
nung von zwanzigstelligen Werten sämtlicher trigonometrischen Funk- 
tionen eines beliebigen Arguments sowie ihrer Logarithmen, Abhandlungen 
der Preußischen Akademie der Wissenschaften, Berlin 1911, 54 82 
< Jahrbuch über die Fortschritte der Mathematik, 42 (für 1911), S . 1036. 3 
IV. Fünfstellige Logarithmentafel der trigonometrischen Funktionen für 
jede Zeitsekunde des Quadranten, Berlin 1912. — Siehe auch BauscHingEr. 


Conte Antonino vı Pramrero I. Saggio di Tavole dei logaritmi qua- 
dratici, Udine 1885. 


Otto Prörss I. Graphisches Rechnen {Aus Natur und Geisteswelt 708], 
Leipzig und Berlin 1920. F 
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Heinrich Rauscuersaca I. Divisionstafel, enthaltend drei- oder vier- 
ziffrige Quotienten aller ein- bis dreiziffrigen Dividenden und aller zwei- 
ffrigen Divisoren, Göttingen 1918. 


Franz Reureaux I. Prof. Törzers Verfahren der Wurzelausziehung 
mittelst der Tmomasschen Rechenmaschine, Verhandlungen des Vereins 
zur Beförderung des Gewerbefleißes in Preußen 44 (1865), $. 112-—116.— 
I. Die sogenannte Tnomassche Rechenmaschine, zweite umgearbeitete und 
‘erweiterte Auflage, Leipzig 1892. 


- F. W. Rex I. *Fünfstellige Logarithmentafel, 2 Hefte, Stuttgart 
1834. — II. *Vierstellige Logarithmentafel, Stuttgart ohne Jahr «beide: 
Jahrbuch über die Fortschritte der Mathematik 16 (für 1884), S. 1115 
bis 1116). 

Albert Ronxsere I. Theorie und Praxis des Rechenschiebers [Mathe- 
matische Bibliothek 23], Leipzig und Berlin 1916. 


- Rudolf Rornz siehe Taschenbuch I. 
- Franz Rocer I. Das Rechnen mit Vorteil, Leipzig 1905. 


. Charles Rucnoxser I. Elements du calcul approximatif, 4&me edition 
revue et augmentee, Lausanne et Paris 1887. 


Karl Runee I. Graphische Methoden. [Mathematisch - physikalische 
Lehrbücher 18], Leipzig und Berlin 1915. 
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A. Sıpowskı I. Die österreichische Rechenmethode in pädagogischer 
wund historischer Beleuchtung, Programm des Altstädter Gymnasiums, 
‘Königsberg in Preußen 1892. 


_ Horst vox Sanpen I. Praktische Analysis [Handbuch der angewandten 
‚Mathematik, I. Teil], Leipzig und Berlin 1914. 


_ Dr. Hermann Scuerrter I. Die Auflösung der algebraischen und 
transzendenten Gleichungen mit einer und mehreren Unbekannten in 
reellen und komplexen Zahlen, Braunschweig 1859. 


- Dr. Friedrich Schwung I. Über die Nomographie von M. p’Ocasne. 
Eine Einführung in dieses Gebiet, Leipzig 1900. 


- Dr. Oskar Schrömtcn I. Fünfstellige logarithmische und trigonome- 
trische Tafeln. Wohlfeile Schulausgabe, 20. Auflage, Braunschweig 1907. 


- H. 0. Scamipr siehe Carro. 


- Dr. Ludwig Schrön I. Siebenstellige gemeine Logarithmen der Zahlen 
von 1 bis 108000 und der Sinus, Kosinus, Tangenten und Kotangenten 
aller Winkel des Quadranten von 10 zu 10 Sekunden. — Interpolations- 
tafel zur Berechnung der Proportionalteile, 22. revidierte Stereotypaus- 
gabe, Braunschweig 1894—1895. 


- Dr. Lothar Scaururra I. Eine Methode zur Auflösung quadratischer 
und kubischer Gleichungen mit der Rechenmaschine, Zeitschrift für 
Mathematik und Physik 59 (1912), S. 56—70. — H. Ratschläge für die 
Ausführung numerischer Rechnungen, Mitteilungen über Gegenstände des 
Artillerie- und Geniewesens, Jahrgang 1910, 8. und 9. Heft, Wien 1910. 
— 1II. Theorie und Praxis des logarithmischen Rechenschiebers, Leipzig 
and Wien 1911. — IV. Ein Mittel zur Vermeidung wiederholter Divi- 
sionen bei der Newronschen Näherungsmethode, Zeitschrift für Mathe- 
matik und Physik 60 (1912), S. 294—299. — V. Über einige besondere 
Verwendungsarten der Rechenmaschine, Zeitschrift für Mathematik und 
Physik 61 (1912), S. 320—325. — VI. Über die Grundgedanken der No- 
mographie, Mitteilungen über Gegenstände des Artillerie- und Genie- 
wesens, Jahrgang 1917, 7. Heft, Wien 1917. — VII. Über einige be- 
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sondere Verwendungsarten ‚der Rechenmaschine, zweite Mitteilung, Zeit: 
schrift für angewandte Mathematik und Mechanik 1 (1921), 8. 195—19% 


Dr. Hermann Scnuuserr I. Fünfstellige Tafeln und Gegentafeln für 
logarithmisches und trigonometrisches Rechnen, Leipzig 1897. — II. Vier- 
stellige Tafeln und Gegentafeln für logarithmisches und trigonometrischeg 
Rechnen in zwei Farben. [Sammlung Göschen 81], Leipzig 1898. } 

Dr. Albert Schürke I. Vierstellige Logarithmentafeln für den Schul- 
gebrauch, 11. verbesserte Auflage, Leipzig und Berlin 1920. — Siehe 
auch Bericht 1. 4 

E. Scuuvrz I. Vierstellige Logarithmen der gewöhnlichen Zahlen und 
Winkelfunktionen in übereinstimmender Anordnung, Ausgabe III A} 
Essen 1916. 

Oskar SeELIGER siehe Urerre V. 

Eduard Serrına I. Eine neue Rechenmaschine, Berlin 1837. 

Joseph-Alfred Serrer I. Elements d’arithmetique, 3°=* edition, Paris 
1861. f ' 
Ch. Z. Stoxmiszy I. Allgemeine Bemerkungen über Rechenmaschinen 
und Prospektus eines neu erfundenen Rechen-Instrumentes, ÜRELLES 
Journal 28 (1844), S. 184—189. — II. Multiplikationstafel, Beilage zu 
ÖOrertes Journal 30 (1846). 

Hans Stavruacen I. Über die Genauigkeit logarithmischer Rechnungen 
Berlin 1888. 

Simon Sramprer-Eduard Dorzzar I: $. Stamrrer. Sechsstellige loga 
rithmisch-trigonometrische Tafel. Neu bearbeitet von E. DozZar, 20. Au 
lage, Ausgabe für Praktiker, Wien 1904. 

Jules Tansery I. Lecons d’arithmetique theorique et pratique (Cour 
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complet de mathematiques €lömentaires), Paris 1894. ! 

Taschenbuch I: Taschenbuch für Mathematiker und Physiker heraus 
gegeben von Felix Ausrsachn und Rudolf Rorur, 1. Jahrgang 1909. 
II. 2. Jahrgang 1911. — IL. 3. Jahrgang 1913, Leipzig und Berlin. 
Siehe auch Licowskt 1. & 

Paul Terrier siehe FAvaro. h 

Ludwig Termaser I. Theorie und Gebrauch des logarithmischen 
Rechenschiebers |Separatabdruck aus Curmann I], Zürich 1875. 

T.N. Tuıste I. Interpolationsrechnung, Leipzig 1909. 

W. Tuıere I. *Tafel der Worrramschen hyperbolischen 48stelligen 
Logarithmen, bearbeitet und erweitert, Dessau 1908. «Jahrbuch übe 
die Fortschritte der Mathematik 39 (für 1908), 8. 1027—1028.) r 

A. Törıer siehe Reuleaux I. 

Karl Treven I. Der Gebrauch des logarithmischen Rechenschiebers 


und des Präzisionsschiebers. [Sonderabdruck aus dem Lehrbuch deı 
Mathematik für höhere Gewerbeschulen], Wien und Leipzig 1913. 4 


Georg Freiherr von Vrsa I. Thesaurus logarithmorum completu 
(Vollständige Sammlung größerer logarithmisch-trigonometrischer Tafeln 
Lipsiae (Leipzig) 1794. — II. Logarithmisch-trigonometrisches Handbuch 
34. [Abdruck der 19.] Auflage herausgegeben von Dr. J. A. Hüussz, Leipzig 
1851. — III. Logarithmisch-trigonometrisches Handbuch. Neue voll 
ständig durchgesehene und erweiterte Stereotyp-Ausgabe. Bearbeitet voı 
Dr. C. Bresıger, 66. [Abdruck der 40.] Auflage, Berlin 1882. — Siehe 
auch Leser I und VreA-Hüusse. 
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 Vesa-Hürsse I: Georg Freiherr von Veaa, Sammlung mathematischer 
Tafeln, herausgegeben von J. A. Hürsse, 2. Abdruck, Leipzig 1849. 
 Adriaen Vracqg I. Arithmetica logarithmica sive logarithmorum chi- 
a centum, Editio secunda, Goudae 1628. 
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E Julius Weıssacah I. Tafel der vielfachen Sinus und Kosinus sowie 
ler vielfachen Sinus versus von kleinen Winkeln nebst Tafeln der ein- 
fachen Tangenten, 6. Stereotypausgabe, Berlin 1900. 


- _H Weıskırcuzx I. Doppel-T-Tafel, Taschenbuch zum Schnellrechnen, 
Hannover 1914. 


7 Dr.-Ing. P. Wereweister I. Praktisches Zahlenrechnen. 
'Göschen 405], Berlin und Leipzig 1921. 

Theodor Wırrstem I. Logarithmes de Gauss & sept deeimales, Sieben- 
stellige Gaußische Logarithmen, Hannover 1866. — II. Fünfstellige lo- 
garithmisch-trigonometrische Tafeln, 19. [Abdruck der 1.] Auflage, Han- 


nover und Leipzig 1899. 

_ Worrram siehe W. Tuıere 1. 

 G. Zıoxrerow I. Das abgekürzte Rechnen. Programm des Kgl. Gym- 
nasiums in Rawitsch 1911, 14 S. 

Dr.-Ing. Dr. H. Zmmervann I. Rechentafel nebst Sammlung häufig 
‘gebrauchter Zahlenwerte, 7. Auflage, Berlin 1913. (Ausgabe A ohne, 
Ausgabe B mit Quadrattafel.) 

Ludwig Zimmermann I. Rechentafeln, kleine Ausgabe, 3. vermehrte 
Auflage, Liebenwerda 1916. — II. Rechentafeln, große Ausgabe, Lieben- 
werda 1896. 
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abgekürzte Dezimalzahlen 29, Rech- 
_ nen damit 36, a. Multiplikation 
& 67, Rechnungsfehler dabei 68, a. 
Division 95, a. Quadratwurzel- 
- ziehen 108, a. Kubikwurzelziehen 


- 110, a. Hornerisches Verfahren 122. 
‚abrunden 29 


‚Abschriften 15 

absolut kleinste Reste 97 
absoluter Fehler, a. Genauigkeit 28 
Abtrennung von Ziffern 9 
Addiermaschinen 45 

"Addition 39, Proben 40, von links 
nach rechts 43, ungenauer Zahlen 
. 46, Restproben 97, Rechenprobe 
- von Csucar 99 
Additionslogarithmen 142, Tafeln 
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143, Anwendung auf die Inter- 
polation 144, Ersetzung durch 
Hilfswinkel 153 

Additionsmaschinen 70 

A. Apuer: Tafel der Logarithmen 
der Zahlen 132, Proportional- 
täfelchen auf eigenem Blatt 136, 
Tafel der Winkelfunktionen 149, 
ihrer Logarithmen 151 

Aggregate: Berechnung 44 

W. Aurens: Multiplikation durch 
Verdoppeln und Halbieren 50 

H. Anpoyer: Tafel der Logarithmen 
der Winkelfunktionen 151 

Anordnung logarithmischer Rech- 
nungen 137 

Antilogarithmen 127, Tafeln 133 

Approximationsmathematik 4 
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ARCHIMEDEs: Einengung von x 27 

arithmetisches Komplement = de- 
kadische Ergänzung 

„Arithmometer“, Rechenmaschine 


70 
Th. Arıpr: Potenzentafel 103 
aufrunden 30 
aufsteigende Kettenbrüche 91 
Ausgleichungsrechnung 1 
Auslöscher 72 
Aussprache der Zahlen 16, der De- 
zimalzahlen 17 


P. BırLow: Tafel von Potenzen 103, 
von Wurzeln 117, der Werte 
&°’— x 126 

Basis eines Logarithmus 127 

C. W.v. Baur: Dezimalzeichen bei 
Logarithmen 17, Anordnung loga- 
rithmischer Rechnungen 137 

J. BauscHinger: Zeichen für den 
Wechsel der abgetrennten Ziffern 
9, Notwendigkeit zahlreicher 
Überstellen bei Berechnungen der 
Logarithmen 36, Tafel der Loga- 
rithmen der Zahlen 132, dezimale 
Winkelteilung 146, Tafeln der 
Logarithmen der Winkelfunk- 

. tionen 151 

E. Becger: Tafel der Logarithmen 
der Zahlen 132, der Additions- 
logarithmen 143, der Logarithmen 
der Winkelfunktionen 151 

D. Bıerens pe Haan: Verzeichnis von 
Logarithmentafeln 131 

binomische Entwicklung: Anwen- 
dung auf die Wurzelziehung 112, 
Beispiel dazu 113 

J. Brater: Trennung der Tafelzahlen 
in drei Bestandteile 9, Tafel der 
Viertelquadrate 62 

blitzbildende Multiplikation 59 

J. Boccarnı: Holzleisten zum Zu- 
decken 15 

Bogenmaß der Winkel 146 

J. Bosxo: Trennung der Tafelzahlen 
in drei Bestandteile 9, Tafel der 
Viertelgquadrate 62 

G. Boore: Interpolation 134 

C. Börsen: Tafel vielstelliger Lo- 
garithmen der Zahlen 144, .der 
Winkelfunktionen 151 

K. Breuiker: Gruppierung der Zeilen 
in Tafelwerken 7, Notwendigkeit 
zahlreicher Überstellen bei Be- 
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rechnung der Logarithmen 36 
Fehlerfortpflanzung beim Rechnen 
mit ungenauen Zahlen 37, Tafeln 
der Logarithmen der Zahlen 132, 
der Additionslogarithmen 143, deı 
Logarithmen der Winkelfunk- 
tionen 151 
C. A. BRETSCHNEIDER: Vielfachentafe 3 
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H. Brıees: Erfinder der Logarithme, | 
128, erste Logarithmentafel 13 

RBescan: Takandle Approxima 
tionen 38 

Brüche: Dezimalbrüche s. d., ge 
meine Br. 18, als Approximationer 
38, vorteilhaft beim Multiplizieren 
und Dividieren 96 i 

K, Ch. Brunns: Tafel der Loga- 
rithmen der Zahlen 132, der Lo: 
garithmen der Vak 
151 

„Brunsviga“, Rechenmaschine 70 

G. H. Bryan: Zeichen für unsichere 
Ziffern 31 E 

J. Bürcı: künstlicher doppelter Ein- 
gang 8, erste Logarithmentafel 131 

O. Th. Bürkten: Formeln für NOnkei 
funktionen 147 

K. Burrau: 34 stellige Tafeln 35, 
Tafel der Winkelfunktionen 149, 
der Hyperbelfunktionen 157 g 


Fr.Cırrer: Verfahren beim Wechsel 
der abgetrennten Ziffern 9, Ta- 
feln der Logarithmen der Zahlen 
132, vielstellige 139, der natür- 
lichen Logarithmen 140, Um- 
wandlung der Winkelteilungen 
146, Tafeln der Logarithmen der 
Winkelfunktionen 151 4 

c Carıo: Produkttafel von Carıo- 
Scamiot 57 

A. L. Caucar: negative Ziffern 23, 
komplementäre Multiplikation 64, 
scharfe Abschätzung des Rech- 
nungsfehlers beim abgekürzten 
Multiplizieren 68, Umgehung der 
Division 84, Rechenprobe 99, 


Verbesserung. der Newronschen 
Näherungsmethode für das Wur- 


zelziehen 115 


A. L. Orsrre: Vielfachentafel 54, 
Produkttafel 57,  Divisionsver- 
fahren 77 
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2. Onzmona: 
methoden 11 


"K. Corsa: graphische Methoden 11 


graphische Rechen- 


'G. Darsovx: Verfahren der Quadrat- 
. elziehung 106, der Kubik- 
‚ wurzelziehung 110, als regula falsi 
15 

"Darstellung der Zahlen 16, der 
= Zahlen mit vielen Nullen neben- 
_ einander 21, ungenauer Zahlen 27 
Z. Dase: Tafel natürlicher Logarith- 
" men 140 

R. Deverınp: Kongruenzen 97 
dekadisch: d. System 16, d. Rang 
- 19, gleich der Kennziffer des Lo- 
_ garithmus 129, d. Ergänzung 22, 
- bei der Subtraktion 41, bei Aggre- 
_ gaten 44, eines Logarithmus 129 
designierter Divisor 83 
ezimalbrüche = Dezimalzahlen 
Jezimalsystem 16 

Jezimalteilung der Winkel 146, 
- Tafeln 149, logarithmische Tafeln 
151 

Dezimalzahlen 17, abgekürzte 29, 
korrigierte 30, Genauigkeit 31, 
_ vorteilhaft beim Addieren und 
' Subtrahieren 96 

Dezimalzeichen 17, Punkt als D. bei 
- Logarithmen 17 

©. Dierzıcakert: Interpolation mit 
- Additionslogarithmen 144 
Dilogarithmen — Doppellogarith- 
E,men 

Dimension eines Polynoms 118 

P. DieicaLer (Leseune-D.): Kon- 
_  gruenzen 97 

Division: gewöhnliches Verfahren 
74, Rechenvorteile 75, negative 
- Ziffern 76—79, Verfahren von 
- Crerte 77, komplementäre D. 78, 
- zu große Quotientenziffern 79, 
- Vielfachentabelle des Divisors 80, 
_ des reziproken Divisors 85, Viel- 
fachentafeln 81, Rechenstäbchen 
‚81, Produkttafeln 81, 82, Fourter s 
- Verfahren 83, Umgehung nach 
_ Caucay 84, Verwandlung in Multi- 
plikation 85, Partialbrüche 87, 
- Tafeln 88, Proben 89, in Ver- 
bindung mit der Multiplikation 
90, mit der Rechenmaschine 92, 
- Vorteile dabei 93, Fehlerfort- 
 pflanzung 94, abgekürzte D. 95, 
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Restproben 97, Rechenprobe von 
Caucnr 99 

Divisionstafeln 88 

Divisionsverfahren von Horner für 
Polynome 118 

M. v’Ocacne: Nomographie 12, Ad- 
‚diermaschinen 45, Multiplizier- 
maschinen 70, Rechenschieber 145 

E. Dorrzar (Stamprer-D.): Tafel der 
Logarithmen der Zahlen 132, der 
Winkelfunktionen 149, ihrer Lo- 
garithmen 151 

Doppellogarithmus 141 

Drehwerk 71 

Druckwerk (bei Rechenmaschinen) 
72 ” 


echte Reste 97 

H. W. Eerı: Multipliziermaschine 70 

Eingang: einfacher und doppelter 
E. 8 


Einstellwerk 71 

Elferprobe 98 

Fr. Eupe (Jaunke und E.): Tafeln 
der Hyperbelamplitude 158 

J. F. Excke: Ansicht über die Dauer 
fünf-, sechs- und siebenstelliger 
logarithmischer Rechnung 131 

Encyclopedie des sciences mathe- 
matiques: Nachweise wie bei 
Enzyklopädie 

Enzyklopädie der mathematischen 
Wissenschaften: graphische Me- 
thoden 11, Nomographie 12, Nor- 
malwert, nombre primordial 21N, 
Überstellen 36, Addiermaschinen 
45, Formeln für die prostaphäre- 
tische Methode 63, Multiplizier- 
maschinen 70, Rechenschieber 145 

Ergänzung s. dekadische E. 

Erhöhungszeichen bei Fünfen 33, 
bei allen Ziffern 34 

A. K. Errang: Grundsatz für das 
Korrigieren von Tafelzahlen 30 

J. Ernst: Produkttafeln 57 

erweiterte Additionsmaschinen 70 

Th. v. Eserskr: Vielfachentafel 54 


A. Favaro (F.-Tereıer): graphische 
Methoden 11, Rechenschieber 145 

Fehler 3, absoluter und relativer 
F. 28 i 

Fehlerfortpflanzung bei Addition 
und Subtraktion 46, günstigeres 
Rechenverfahren bei der Sub- 
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traktion 47, bei der Multiplika- 


tion 66, bei der Division 94 
Formelfehler 5, allgemeiner Satz 100 
A.R.Fursyre: Beispiel für die Un- 

zweckmäßigkeit des Dezimalkom- 

mas 17 N 
A. Forrı: Hyperbelfunktionen 156, 

Tafeln dafür 157 
J. B. Fourıer: Schiebzettel bei der 

symmetrischen Multiplikation 59, 

Divisionsverfahren 83, Verfahren 

für das Quadratwurzelziehen 107, 

für die Auflösung quadratischer 

Gleichungen 125 
Funktion: ganze F. Polynom, 

Winkelfunktionen s. E ‚ Hyperbel- 

funktionen 156 


A. Garte: Addition von links nach 
rechts 43 N, Addiermaschinen 45, 
Multipliziermaschinen 70, Rechen. 
schieber 145 

ganze Funktion — Polynom 

F. G. Gauss: Ausdrücke groß und 
klein beim Korrigieren von De- 
zimalzahlen 30, Tafel der Lo- 
garithmen der "Zahlen 132, der 
natürlichen Logarithmen 140, der 
Additionslogarithmen 143, der 
Winkelfunktionen 149, ihrer Lo- 
garithmen 151, Proportionaltäfel- 
chen für den unmittelbaren Über- 
gang von einer Winkelfunktion 
zur anderen 153 

K. Fr. Gauss: Ausarbeitung der Aus- 
gleichungsrechnung 1, Verwand- 
lung gemeiner in Dezimalbrüche 
18, Urteil über Erhöhungszeichen 
34, Addition und Subtraktion von 
links nach rechts 43 N, Zerfällung 
in Partialbrüche 87, Wort Man- 
tisse 129, Zeichen für Logarithmen 
negativer Zahlen 130, Additions- 
' logarithmen 142, Tafeln dafür 143 

gemischte Rechenmethoden 138 

H. G£nauLne: Rechenstäbchen 56, 
Anwendung beim Dividieren 81 

Genauigkeit 28, einer korrigierten 
Dezimalzahl 31 

geordnete Multiplikation 59, An- 
wendung beim Potenzieren 101, 
g. Division 83 

A. GERNeRTH: Bezeichnung vollstän- 
diger Dezimalzahlen 29, Aus- 
nützung der Erhöhungszeichen 34, 
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Tafeln der Logartthmen der Zah. 
len 132, vielstellige 139, der Lo- 
garithmen der Winkelfunktionen | 
151 E| 
Gleichungen: Auflösung reiner Gl. 
114, 123, Horners Auflösungsver- 
fahren 121, abgekürzt 122, Auf- 
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Winkelmaße 146 | 
Th. Wırtstein: Tafeln der Logarit 
men der Zahlen 132, der Anti 
logarithmen 133, der Additions 
logarithmen 143, der Winkelfunk 
tionen 149, ihrer Logarithmen 15 
Worrram: natürliche Logarithme 
auf 48 Dezimalen 140 3 
J. F. v. Wrepe: Kunstgriff zur Er 
leichterung des Korrigierens | 
Wurzeltafeln 117 4 
Wurzelziehen: Quadratwurzelziehe; 
104, Differenzenmethode zur Rich 
tigstellung der Wurzelziffern 105 
Verfahren von Darsoux 106, voi 
Fovrıer 107, abgekürztes 108 
Kubikwurzelziehen 109, Verfahre 
von DArsoux 110, abgekürztes 110 
höhere Wurzeln 111, mit der bi 
nomischen Entwicklung 112, Bei 
spiel dazu 113, als Auflösun 
reiner Gleichungen 114, mit de 
Newroxschen Näherungsmethod 
115, mit der Regula falsi 116 


Zählwerk 71 
J. Zecn: Tafel der A 
rithmen 143 
Zentesimalgrad 146 
Zerfällung in Partialbrüche 87, 
Stammbrüche 91 
G.Zickerow : Österreichische Rechen 
methode 41, 74 
Ziffern, negative 23 und s. negative, 
Beschränkung auf die Ziffern I 
ni 5 24, auf 1, 2, 5 25, römische 
. 26 2 
Zifterntolge 19, Beziehung zur Man- 
tisse des Logarithmus 129 . 
Ziffernsumme 98 
H. Zımmermann: Produkttafeln 57. 
L. Zimmermann: Produkttafeln 57° 
Zusammengesetzte Rechenoper& 
tionen 96 | 


